Differentialgleichungen I

Jérn Behrens

Wellengleichung




Wellengleichung

Vorbemerkungen:
« Ziel: Untersuchung der Wellengleichung.

uy — Au=0
o Inhomogene Wellengleichung
ue—Bdu=f
o Geeignete Anfangs-/Randbedingungen seien gegeben
o Bezeichne t > 0 die Zeitvariable und x € £2, ©2 C " offen, die Ortsvariable.

o Gesucht: Funktion u : 1 x [0.50[+ R, u = ulx.), wobei der Laplace-
Operator auf die Ortsvariable x = (zy.....z,) " wirke.

o Filr die inhomogene Gleichung sei f - 2 [0, o[ R eine gegebene Funktion

Zie: (Forml v & emsbert)
Beraches o Grdmensanale Antargumtitiom

- tm0 iR
{pmmh 2l
O e v o™ (1]
Satz: (Formel von d’Alembert)
Eine Losung des eindi ionalen Anf: tprobl

Wy — gy =0 in R x [0,00[,
u=gu =nh auf Rx{t=0}

mit g, h gegebene Anfangsbedi ist gegeben durch die Formel von d'Alembert:

T4t
u(a,t) = glota+) +ola =01+ 5 [ hG) .




Vorbemerkungen:

e Ziel: Untersuchung der Wellengleichung

’U,tt—A’U,ZO

e Inhomogene Wellengleichung

up — Au = f

e Geeignete Anfangs-/Randbedingungen seien gegeben.
e Bezeichne t > 0 die Zeitvariable und x € 2, 2 C R"™ offen, die Ortsvariable.

Gesucht: Funktion u : Q x [0,00[— R, u = u(x,t), wobei der Laplace-
Operator auf die Ortsvariable x = (z1,...,z,)" wirkt.

e Fiir die inhomogene Gleichung sei f : £ x [0, 00[— R eine gegebene Funktion.




Ziel: (Formel von d’'Alembert)
Betrachte das eindimensionale Anfangswertproblem

Ut — Uzge = 0 in R X [0, 00,
u=g,us =h auf R x {t =0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen.
Direkte Methode zur Losung.



Satz: (Formel von d'Alembert)
Eine Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

Ut — Uze = 0 in R x [0, 00],
u=g,us =h auf R x {t =0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen, ist gegeben durch die Formel von d'Alembert:

T+t
uat) = slae+0+ 9 =0+ [ k@) dy

Bemerkung: Damit die so gewonnene Losung u(x,t) eine differenzierbare Losung
der Wellengleichung ist, muss gelten:

uw € C*(R) und heCHR). e




Reflektionsmethode

Vorbemerkungen:

. das Anf: problem auf dem Halbraum R :

Uy — Ugz =0 in Ry x]0, 00(
u=g, uy=h auf Ry x{t=0}
u=10 auf{z=0}x]0,00]
mit vorgegebenen Funktionen g und h mit g(0) = h(0) = 0.

® Problem: nicht einfach mit Formel von d'Alembert zu losen, da die ein
Cauchy-Problem voraussetzt.

o ldee: i das H auf ein und ver-
wende dann die Formel von d'Alembert. o
7 Reflektion des Halt R.)

Eine Losung des Anfangsrandwertproblems

=0 inR;x]0,00[
h auf By x {t =0}

U — Uz
u=g,u
u=0 auf {z=0}x]0,00]

ist gegeben durch

wy = { Ao@+O+ol@—0]+3 [ dy  fira>t>0
' ol +0) —gl-z+ 0]+ 5 [71 h() dy firo<z<t

Beisplel:
Die Losung des ARWP
{ uy —uxe =0 in Ry x (0,00)
u=0, u=sinzr aulRy x {t=0}
u=0 auf{zx=0}x(0,0)
lautet

u(at) = %(cos(: —1) - cos(z +1))




Vorbemerkungen:

e Betrachte das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbraum R, :

Ut — Uz = 0 in Ry X]0, 00[
u=g, uy =h auf Ry x {t =0}
u=0 auf{z = 0}x]0, 0]

mit vorgegebenen Funktionen g und h mit g(0) = h(0) = 0.

e Problem: nicht einfach mit Formel von d'Alembert zu losen, da die ein
Cauchy-Problem voraussetzt.

e |dee: Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und ver-
wende dann die Formel von d'Alembert.



Zusammenfassung: (Reflektion des Halbraumes R )
Eine Losung des Anfangsrandwertproblems

Ut — Uzz = 0 in R4 x]0, 00|
u=g,ur =h auf Ry x {t =0}
u=0 auf {z=0}x]0,00]

ist gegeben durch

u(z,t) = {

gz +t)+glz—t)]+1[Thy)dy  firz>t>0
gz +t) —g(—z+ )]+ 3 ["77, h(y) dy fiir 0 <z <t

N N
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Beispiel:
Die Losung des ARWP

uit — uzr = 0 in ]R+ X (0, OO)
u=0, uy =sinz auf Ry x {t =0}
u=0 auf{z= 0} x(0,00)
lautet

w(z, t) = %(cos(:c —t) — cos(z + 1))

11.



Spharische Mittelung

Vorbemerkungen:
Bemarkung: (Mittehwert iiber der Sphire) Fiir x € R®, 1> 0 und £ > 0 definiere
o Betrachte den Fall (n = 2) des den Mittehwert von a€x.1) Uber der Sphare dB,(x) (oder 3uch 9BIx. )
uee — Du =10 in R*x]0.c Utsrn ;./ a(r.0) dS().
u=g, u=h auf R"x {t=0} foni
Weier 36
o Idee: Leite durch geeignete sphirische Mittelungen eine vereinfachte DGL G = £ wrasin
it

her, die dann eine explizite Losungsformel liefert
Hen = / hir) dS()
oo

Satz: (Euler-Poisson-Darboux Gleichung)
Sei z € R™ fest und u eine Losung der Wellengleichung

uy — Au=0 in R"x]0,00(
w=g, . =h auf R" x {t=0}

Dann I6st U(x;r,t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung

Ut = Upp = 2210, =0 in R, x]0, 9]
H auf Ry x {t =0}

U=G, U=
2]

12.



Vorbemerkungen:

e Betrachte den hoherdimensionalen Fall (n > 2) des Anfangswertproblems:

uyy — Au =0 in R™"x]0, 00|
u=g, ug =h auf R" x {t =0}

e |dee: Leite durch geeignete spharische Mittelungen eine vereinfachte DGL
her, die dann eine explizite Losungsformel liefert.

13.



Bemerkung: (Mittelwert iiber der Sphare) Fiir x € R”, t > 0 und r > 0 definiere
den Mittelwert von u(x,t) iiber der Sphare 0B, (x) (oder auch dB(x,r))

U(x;r,t) :=][ u(y,t) dS(y).
0B, (x)
Weiter sei
G(x;r) = ][ g(y) dS(y)
0B,(x)
H(x,r) :=

][ h(y) dS(y)
dB,(x)

14.



Satz: (Euler-Poisson-Darboux Gleichung)
Sei x € R" fest und u eine Losung der Wellengleichung

uge — Au =0 in R"x]0, oo
u=g, ug = h auf R™ x {t =0}

Dann lost U(x;r,t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung

U:G, U:=H anR+X{t:O}

2

{ Uy — Upr — 222U, =0 in R x]0, 00]

15.



Kirchhoffsche Formel

Bemerkung: (Kirchhoffsche Formel fiir n =3
Die Losung des Anf: bl der Wellengleich

uy—Au=0 in R3]0, oo
u=g, u,=h auf R*x{r=0}

lautet fiir x € R, ¢ > 0 (Kirchhoffsche Formel):

ux,1) = f (th(y) + g(y) + Dg(y) - (y = x)) dS(y)
9B,(x)

o Eulor-Po
nde ‘Wir definieren
ein, 50 erhalten 0=
w0 = e (PTT) s+, s G =16 Ri=rl
fonte) . Dann git
S

und des Ist garade - nach Umsorterung - o Kirchhottsche Formel. -

Verwendst man die Defiitonsn von G: und 1, 50 erhlt man

nt) = (GG 0) +eH i) Aiso lst 0 das Anfangswertproblem
a -0, =0 inRy x (0.)
=m (r /..m,..'“"l + foagey S 0=C.0=R auRsx (t=0}

0=0 auf{r=0}x {t=0}
Mit der Lsungslormel fir das Halbaumproblem folgt far 0 < r <
die Darstellung

OGirny=3[00+0-00-n]+3 | Ry
L

08 U(rir. 1) 808 u(x, 1) drch spdrische MAtisng eetsiebe, git

o) = b UGair,)

16.



Bemerkung: (Kirchhoffsche Formel fiir n = 3)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R>x]0, oo
u=g, u,=h auf R3x{t=0)}

lautet fiir x € R, ¢ > 0 (Kirchhoffsche Formel):

u(x,t) = ]é 5 )(th(y) +g(y)+ Dg(y) - (y — x)) dS(y)



Herleitung tber die Euler-Poisson—-Darboux Gleichung:
Wir definieren

)
G :

rU
rG, H:=rH

Dann gilt

2
Utt =rUyp=r (Urr T+ ;Ur) =rUp +2U, = (U 4+ 1rU,;), = U,.,.

18.



Also I6st 7 das Anfangswertproblem

4

Uit — Urr = 0 inRy x (0, 00)
{U0=G,0,=H aufRy x {t =0}

k U =0 auf {r =0} x {t =0}

Mit der Losungsformel fliir das Halbraumproblem folgt flir 0 < r < ¢t
die Darstellung

r<t
O@int) =2 [Ge+0-Ge-n]+ [ AWy
—r+4t

19.



Da U(xz;r,t) aus u(z, t) durch sparische Mittelung entsteht, gilt

u(z, t) = 'l‘l_r)no U(z;r,t)

Mit der Definition von [ ergibt sich

u(z,t) = lim Uzir,t)
r— T
Gr+t)—CGt—-r) 1 ]
- ,!'—% ( 2r T 2r_[H H(y)dy)

G'(t) + AH(t)

21.



Verwendet man die Definitionen von G und H, so erhalt man

u(@t) = = (1G (1) + tH (i 1)

d
= — hd
ot (t f(’)B(x,t) gdS) Tt dB(z.t) o
Nun gilt
- tz)d
Fopen @AW = £ gl +12)dS ()
und damit

Dg(x 4+ tz) - 2dS(z)

13
ot (723(1,:) gds)

]€93(0,1)
fi)B(x,t) Dgly) - (y : x) d5(y)

23.



Setzen wir dies in dies in die letzte Gleichung auf der vorgehenden Seite
ein, so erhalten

u(z, t) = ][

dB(xz,t)

+ ]{j By S W)

und dies ist gerade — nach Umsortierung — die Kirchhoffsche Formel.

tDg() - (*7) dsw) + £, ow)dS(w)

24.



Poissonsche Formel

Bemerkung: (Poissonsche Formel fiir n = 2)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

Uy —Au=0 in R?x]0, oo
u=g, u=h auf R>x {r=0)}

lautet fiir x € R?, t > 0 (Poissonsche Formel):

2 . -—
u(x, 1) = lf 18(y) +1 h(Y)+th(y). (y—x) iy
9B,(x) (2= |ly—x|?):?

Bemerkungen:

e Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das dreidimensionale
Anfangswertproblem und nimmt zusatzlich an, dass die Losung nicht von der
dritten Ortskoordinate x3 abhingt

o Nach einem zur Herleitung der Kirchhoffschen Formel analogen Prinzip (Ver-
wendung der Euler-Poisson-Darboux-Gleichung und geeignete Definition von

U), lassen sich Losungsformeln fiir das Anfangswertproblem der Wellengle-
ichung im R™ ableiten.

25.



Bemerkung: (Poissonsche Formel fiir n = 2)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R?x]0, o[
u=g, u,=h auf R? x {t =0}

lautet fiir x € R?, t > 0 (Poissonsche Formel):

1 ][ tg(y) + t*h(y) + tDg(y) - (y — x) p
y
2 JoB,(x)

u(x,t) = = 1
> — |y — x|?)2



Bemerkungen:

e Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das dreidimensionale
Anfangswertproblem und nimmt zusatzlich an, dass die Losung nicht von der
dritten Ortskoordinate x3 abhangt

e Nach einem zur Herleitung der Kirchhoffschen Formel analogen Prinzip (Ver-
wendung der Euler-Poisson-Darboux-Gleichung und geeignete Definition von
(~]) lassen sich Losungsformeln fur das Anfangswertproblem der Wellengle-
ichung im R"™ ableiten.



Reflektionsmethode

Spharische Mittelung

Oifferentialgleichungen I

Wellengleichung

Kirchhoffsche Formel

Poissonsche Formel

Buemarkung: (Pomcnsche Forme i n = 2)
D Losung des Anfangsgebioms der Wellogieichurg

PR T
Wk w o wf R x[1=0]
et i € R, 15 0 (Foimamsche Forml)
1800 ¢ My & =)
wapalf, WSOm0,
CUNRY

Eo—
© U e inn bt sngsheston sutrc run o irodrarsonse

Iedar i wd seves LA 4 ot Lo v w45
s Ok 13 90501
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