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Warmeleitungsgleichung

Problemstellung: (Warmeleitungsgleichung)
Gesucht sind explizite Lésungen der Warmeleitungsgleichung

up = Agu.
e t >0 ist die Zeitvariable

e x € U, U C R" offen, ist die Ortsvariable

Anfangswertproblem: (Cauchy-Problem)

Sei U =R"™:
= A in R']0,T]
u= g auf R"x {t=0}

« Eate e grmihiih Dsestalgschungen
i+
eV o) = .

« Lonngskimen athnge

« Parameter {0, 61,01, 4] 1A i 3840 it rgegrbenen Anfargs Fonebagipingt
inber




Problemstellung: (Warmeleitungsgleichung)
Gesucht sind explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

Ut — Amu
e t > 0 ist die Zeitvariable

e x c U, U C R"™ offen, ist die Ortsvariable




Anfangswertproblem: (Cauchy-Problem)

Sei U = R":
w= Ayu in  R"x]0,T]
u= g auf R" x {t =0}

Anfangs-Randwertproblem:
Sei U C R™ beschrankt:

ut = Azu in  Ur:=Ux]0,T]
u=— g auf FT = UT\UT



Zusammenfassung: (Produkt-Ansatz)

e Gegeben das eindimensionale Anfangs-Randwertproblem

Ut = Uge fUr O<t<m 0<t<T
u(z,0) = sinz fir 0<z<nm
u(0,t) = u(mt)= 0 fir 0<t<T

Wahle Produktansatz fiir die Losung:

u(z,t) = q(t) - p(z).

e Erhalte zwei gewohnliche Differentialgleichungen:
q(t) +dq(t) = 0,
p’(z) +op(z) = O.
e Losungsklassen abhangig von §:
u(z,t) = coe 0t - (c1z + ¢2)
u(z,t) = coe - (cle_\/mm + cze‘/mm)
w(z,t) = coe % - (¢ sin(Véz) + ¢y cos(Voz))
e Parameter {cg, 1, c2,0} i.A. nicht allein mit vorgegebenen Anfangs-Randbedingungen

bestimmbar.




Fundamentallosung der
Warmeleitungsgleichung

- (1 6 der Wil i i Die Funktion
-2 n
@(x.:):={ T (xERNE>0)
0 (xR, ¢ <0)

heiBt der hung

Bemerkungen: (Losung fiir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x, t) lasst sich fiir das Cauchy-Problem

wp—Au=0 in  R]0,00]
u=g auf R"x {0}

cine Lésungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:
u(x,f) = /- Dix — y,0)gly) dy

- s

).q(y) dy.




Definition: (Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung) Die Funktion

| 2

1 —l"”—t n
o(x. 1) ::{ (Mt)%e =  (x € R™t>0)

0 (x e R",t < 0)
heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Bemerkungen:

e Insbesondere ist die Fundamentallosung normiert, d.h. fur alle ¢ > 0:
/ d(x,t) dx = 1.

e Die Fundamentallosung besitzt fur ¢ = 0 und x = 0 Singularitaten.
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Bemerkungen: (Losung fiir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x,t) lasst sich fiir das Cauchy-Problem

ug —Au=0 in  R"x]0, 00|
u=g auf R"x {0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:

u(x,t)

/n ®(x -y, t)g(y) dy

1 . |x—y |2

= )t /ne i g(y) dy.




Losungsdarstellungen der
Warmeleitungsgleichung

mit

Das
Antangsbedingungen
u—-Bu=f iNR" x (0,)

{ u=0 aul R" x {t =0}

besitzt die Losung
.
u(x,t) = [[o(x vot = 8)f(y, s)dyds
OR"
! Fy, s)dyds

‘
- 0/(4=(:7 "

Duhamel'sches Prinzip:
Die Furktion u(x, ;) = | ®(x — y.t — 5)f(y. s)dy lost das Problem

Das inhomogene mit inbamegenen
{u, Bu =f  inR"j0,0 w(-i8) - Au(-:s) = 0 inR
uix0) = glx) auf R x (¢ = 0} u(is) = f(is) adt
besizt die Losung Man erhlt dann die Lsung der inhomogenen Gleichung durch
wix = [ otx-y.tlaiy) dy // Bx -y, - ) f(y. ) dyd Integraton Oer « ,
u(x,t) = /n(x t;s)ds
0
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Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen
Anfangsbedingungen

u — Au=f inR" x (0,0)
u=0 aufR" x {t = 0}
besitzt die Losung

t
u(x,t) = //¢(x—y,t—s)f(y,s)dyds
0O Rn
t

_Ix—y?
/e R‘_‘%yf(y,s)dyds

Rﬂ

/ 1
3 (4n(t — s))"/2
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Duhamel’sches Prinzip:
Die Funktion u(x,t;s) = | ®(x —y.t — s)f(y. s)dy lost das Problem

R"
ui(-;8) —Au(-;8) = 0 in R™ x (s,00)
u(-;s) = f(-;s) auf R" x {t = s}

Man erhalt dann die Losung der inhomogenen Gleichung durch
Integration Uber s:
t
u(x, t) = / u(x, t; s)ds

0

14.



Das inhomogene Anfangswertproblem mit inhomogenen Anfangsbedingungen

{ ug — Au = f in R™x]0, oo
u(x,0) =g(x) auf R"™ x {t =0}

besitzt die Losung

u(x,t) = /n d(x —y,t)9(y) dy+/0 /n d(x—y,t—3)f(y,s) dyds.
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Losungs-Eigenschaften

der

Warmeleitungsgleichung

Vorbermerkungen:

© Ziek: Beschreitung von Mitteiwertformeln.

5 07 C R* offe und beschrinke. T > 0 fet. Die Mange

Uy UxOT

it puabaischer 2yfinder mit dam par

dischan Rand Ty 2= U\U

 Fir festes x & B, 1 € R and > 0 s die Menge E(x, ;) graeben durch

Bt = {20 s 0t

 Der Rand vom Eix.

at gorade sine Hien
oix-y.t a

Man sesnt E(x, ] auc

Bamarkung

Satz: (Lécungen des Cauchy-Problems unter Wachstumsbedingung)
Das Anéangsrandwertproblem

(-2

auf dem beschrinkten gesamten R* mit stetigen Funktionen f und g besitzt unter
der zusitzlichen Wachstumsbedingung

=f inRU0.T
=g aul R x (1=0)

[uix.)] € A (4,00

maimal eine Losung u € C3(R* [0, T1) N C(R" x [0,7]).

ie der Fundamentalieung

Satz: der )
Ist u € C{U) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, so gilt
1 Ix—yI
ulx,t; uly,s) dyds
=i [;(, iy (1= m7 ST

fiir jede Menge E(x, t;r) € Uy

Satz: (Maximumpr
Sei u € CHU)NC(T

ien der Warmeleitungsgleichung)
) eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung in Ur. Dann gilt
1. Das Maximum von w(x, ¢) liegt stets auf dem parabolischen Rand. d.h

x_u(x,t)= max u(x.t)

et

2. Ist U zusammenhingend und existiert ein Punkt (xo. o) € Uy mit

ulxo,to) = max_u(x.f),

% folge, dass w auf U konstant ist

Satz: (Eindeutigheit von Lésungen der Warmelsitungsgleichung)

Das Anfangsrandwertproblem

w-Adu =f inl,
u =g afly

auf dem beschrinkten Gebiet Uy mit stetigen Funktionen f und g besitzt maximal

cine Losung u € C3(Ur) N C(U).
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Vorbemerkungen:
e Ziel: Beschreibung von Mittelwertformeln.
e Sei U C R" offen und beschrankt, T' > 0 fest. Die Menge
Ur :=Ux]0,T]
heiBt parabolischer Zylinder mit dem parabolischen Rand I'y := U7 \U;.

o Fiir festes x € R", ¢t € R und r > 0 sei die Menge E(x,t;r) gegeben durch

1

e Der Rand von E(x,t;r) ist gerade eine Hohenlinie der Fundamentallosung
®(x —y,t—s). Man nennt E(x,t;r) auch Warmekugel (heat ball).
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Satz: (Mittelwerteigenschaft der Warmeleitungsgleichung)
Ist u € C#?(Uy) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, so gilt

1 x -yl
t) = — dyd
U(X7 ) 4rn /E(x,t;r) (t o 8)2 U(y, 8) v

fur jede Menge E(x,t;7) C U,.



Satz: (Maximumprinzipien der Warmeleitungsgleichung)
Sei u € C?(U;)NC(Ur) eine Losung der Warmeleitungsgleichung in Uz. Dann gilt

1. Das Maximum von u(x,t) liegt stets auf dem parabolischen Rand, d.h.

max u(x,t) = max u(x,t)
(xat)EU—T (xat)EFT

2. Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt (xg,%0) € Ur mit

u(an tO) = max_u(x, t)a
(xat)EUT

so folgt, dass u auf Ur konstant ist.



Satz: (Eindeutigkeit von Losungen der Warmeleitungsgleichung)
Das Anfangsrandwertproblem

’U,t—A’LL :f inUt
u =g aufl'p

auf dem beschrankten Gebiet Ur mit stetigen Funktionen f und g besitzt maximal
eine Losung v € C2(Ur) N C(Ur).

Beweis:

Sind u und @ zwei Losungen, so losen die beiden Funktionen

wy /o = - (u r'/)

die homogene Warmeleitungsgleichung mit homogenen Randbedingungen.
Nach dem Maximumprinzip gilt dann, dass ', /» identisch verschwinden,
d.h. wir haben u = 1.
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Satz: (Losungen des Cauchy-Problems unter Wachstumsbedingung)
Das Anfangsrandwertproblem

ug —Au = f in R"x]0, T
u =g auf R® x {t=0}

auf dem beschrankten gesamten R" mit stetigen Funktionen f und g besitzt unter
der zusatzlichen Wachstumsbedingung

u(x, )] < Ae®*° (4,0 > 0)

maximal eine Losung v € C%(R"x]0,T[) N C(R™ x [0,T7]).
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Bemerkung:
Man kann zeigen, dass fur das Cauchy-Problem

uy = Au in R"x]0, 7T
u =0 auf R" x {t =0}

unendlich viele Losungen existieren.
Nur die Nulllosung erfullt die Wachstumsbedingung,
alle anderen Losungen wachsen rapide an.
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Beispiel:
Numerische Losung der Warmeleitungsgleichung
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