Differentialgleichungen I

Jérn Behrens

Greensche Funktion




Erinnerung

Definition: (Greensche Funktion)
Sei U C R™ offen und ®*(y) die Lésung des Dirichlet-Problems

APT = inU
P = @(y—x) auf OU.
Dann ist die Greensche Funktion G auf U gegeben durch

G(x,y) :=2(y —x) - ®*(y) x,y€eUx#y.

Satz: (L&sul}g des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichun,
Sei u € C*(U) eine Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann
lasst sich u in der Form

w) = [ o) 50 ey) as)+ [ fG0ey) dy (xev)

darstellen. [ und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-
Problems.

(Ei haften der Gre hen Funktion G(x,y))
1. G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x harmonisch in y.
2. G(x,y) erfiillt homogene Randbedingungen:
G(x,y)=0 VyedUxelU
3. G(x.y) ist eindeutig bestimmt
4. G(x,y) ist symmetrisch:

Glx,y) = Gly.x) (1]




Definition: (Greensche Funktion)
Sei U C R" offen und ®*(y) die Losung des Dirichlet-Problems

AP* = in U
¢* = &(y —x) auf OU.

Dann ist die Greensche Funktion G auf U gegeben durch

Gxy) =2y —x)-2%(y) xyeUx#y.



Satz: (Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung)

Sei u € C?(U) eine Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann
lasst sich u in der Form

ux) = [ 95 xy) dSG) + [ f5)66y) dy (xe D)

darstellen. f und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-
Problems.



Bemerkungen: (Eigenschaften der Greenschen Funktion G(x,y))
1. G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x harmonisch in y.

2. G(x,y) erfullt homogene Randbedingungen:

G(x,y) =0 VyeoUxeU

3. G(x,y) ist eindeutig bestimmt

4. G(x,y) ist symmetrisch:

G(x,y) = G(y,x)



Greensche Funktion und
Poissonkern fiir Halbraum R

Definition: (Poissonkern)

Die Funktion
2z, 1

na(n) [x —y[*’

mit x € R, y € OR"} heiBt Poissonkern von R}.

K(xy) =

Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in R}
u=g auf IR} ={x=(21,....2)7 12, =0}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

_ 2 9y,
u(x) /d Y-

na(n) Jors |x —yl"

Insbesondere ist die Losung u(x) wegen
/ K(x,y)dy =1
R

beschrankt, falls g beschrankt ist. Weiter kann man zeigen,
dass u unendlich oft differenzierbar ist.




Definition: (Poissonkern)
Die Funktion
22, 1

KoY = o) ey

mit x € R, y € OR” heiBt Poissonkern von R} .



Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in R?
u=g auf OR? ={x=(z1,...,%)" 2y =0}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

2Ty, Q(Y)
no(n) OR™ x —y|"

u(x) = dy.

Insbesondere ist die Losung u(x) wegen

K(x,y) dy =1
aRi

beschrankt, falls g beschrankt ist. Weiter kann man zeigen,
dass u unendlich oft differenzierbar ist.




Greensche Funktion und
Poissonkern fiir Einheitskreis

Satz: (Dirichlet-Problem fur die Laplace Gleichung auf der Einheitskugel)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in  {xeR":|x| <1}
u=g auf {xeR":|x|=1}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

_1-ix? aly)
W)= S50y Jypor K-y

dS(y).

Der Poissonkern fir die Einheitskugel lautet also

( S o . o W
Koox) = ey v

fir |x| < 1und [y| =1

Begriindung.

e dualen

Bemerkung: Mt der Transformation

10.



Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung auf der Einheitskugel)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in {xeR":|x|<1}
u=g auf {xeR":|x|=1}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

’LL(X) _ 1 — |X|2 /| LY) dS(y)

na(n) Jiy=1 [x =yl

Der Poissonkern fur die Einheitskugel lautet also

1—|x]? 1
na(n) [x—y["

K(X7Y) —

fur x| <1 und |y| = 1.
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Begrundung:
e Sei x € R\{0}. Dann bezeichnet

_ X
X=——=
x|

den dualen Punkt von x beziiglich des Randes der Einheitskugel 0B(0,1).

e Damit ist die Losung des Korrekturproblems

AD* = 0 in  B(0,1)={xeR":|x| <1}
¢ = O(y —x) auf 0B(0,1)

gegeben durch
**(y) = @(Ix|(y — x)).

e Erhalte die Greensche Funktion fiir die Einheitskugel
G(x,y) = 2(y —x) — ®(|x[(y — %))

firx,y € B(0,1), z # y.

12.



Bemerkung: Mit der Transformation
u(x) = u(rx)

lasst sich leicht eine Darstellung fiir die Kugel B(0,7) = {x : |x| < 7} herleiten.
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Erinnerung

Greensche Funktion und
Poissonkern fiir Halbraum R’}

Definition: (Poisnikern)

Die Funktion PO
Klxy) o= e e

mit x € RY, y € OR helbt Poissoskern von RY

e

et s e i
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Greensche Funktion und
Poissonkern fiir Einheitskreis
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