Differentialgleichungen I

Laplace-Gleichung




Erinnerung

PDG 2. Ordnung)

Definition: (i )
Eine foeare partelle Differentalglechung 2 Ordeung in n Variablen ist gegeben
curch

: +Shu o

Dabei sind die Terme a,,. b, S und g Funktionen von x = (z;,... )"
Den ersten Term der Glechung nennt man den Haupeeeil der PO

Es geite 0BA

a4 x) = a5 x).

Definition: (Diagonalform)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (aij);j=1..,» konstant und symmetrisch)

(VTAV)u+ (b Vju+ fu=g.
Dann st die zugehrige Diagonalform der PDG gegeben durch
(VT DV)a+((STh) Wi+ fi=3
mit Diagonalmatrix ) = STAS und STS = Id. Dabeiist b = b(Sy) und
F(y) = J(Sy). aly) = 9(Sy)

Definition: (Korrekt gestelltes Problem)

Definition: i partieller Differentialglei 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (a(y)yj-1..» konstant und symmetrisch)

(VTAV)u+ (b7 V)u+ fu = g.
Seien Ay..... A, die Eigenwerte der Matrix A.

# 0 fiir alle i = 1,...,7 und haben alle ); gleiches Vorzeichen, so
Gleichung elliptisch.

2. Falls A; # Ofirallei = 1,...,n und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
als die ibrigen n — 1 Eigenwerte, so heit die Gleichung hyperbolisch.

3 Gilt A = 0 fir mindestens ein k € {1,...,n}. so heiBt die Gleichung
parabolisch.

Ein korrekt gestelltes Problem (auch wohligestelites Problem) besteht aus

« einer in einem Gebiet definierten partiellen Differentiaigleichung, und

 cinem Satz von Anfangs- und)/oder Randbedingungen,

50 dass die folgenden Eigenschaften erfilt sind:

1. Existenz: Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfllt;

2. Eindeutigheit: Die Losung ist eindeutiy;

3. Stabilitit: Die Losung hingt stetig von den Anfangs-/Randbedingungen ab
i h. g ge Anderur aten erge ringfugige Anc




Definition: (PDG 2. Ordnung)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben

durch . .
Z AjjUg,;z; T Z biug, + fu=g.
ij=1 i—1
Dabei sind die Terme a;;, b;, f und g Funktionen von x = (x1,...,7,) .

Den ersten Term der Gleichung nennt man den Hauptteil der PDG.
Es gelte oBdA:

a;j(x) =a;i(x), 4,j7=1,...,n.




Definition: (Diagonalform)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (a@ij)i j=1... n konstant und symmetrisch)

(VTAV)u+ (b"V)u + fu=g.
Dann st die zugehorige Diagonalform der PDG gegeben durch
(VIDV)a+ ((S™b)"V)a+ fi =g

mit Diagonalmatrix D = S'AS und S'S = Id. Dabei ist b := b(Sy) und
f(y) = f(Sy). g(y) := 9(Sy).




Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (ai;)i,j=1....n konstant und symmetrisch)

(V'AV)u + (b'V)u + fu=g.
Seien Aq,...,\, die Eigenwerte der Matrix A.

1. Falls \; £ 0 fur alle 2 = 1,...,n und haben alle \; gleiches Vorzeichen, so
heiBt die Gleichung elliptisch.

2. Falls \; # 0 furallet =1,...,n und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
als die ubrigen n — 1 Eigenwerte, so heiBt die Gleichung hyperbolisch.

3. Gilt Ay = 0 fir mindestens ein k € {1,...,n}, so heiBt die Gleichung
parabolisch.




Definition: (Korrekt gestelltes Problem)
Ein korrekt gestelltes Problem (auch wohlgestelltes Problem) besteht aus

e einer in einem Gebiet definierten partiellen Differentialgleichung, und
e einem Satz von Anfangs- und/oder Randbedingungen,
so dass die folgenden Eigenschaften erfullt sind:
1. Existenz: Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfullt;
2. Eindeutigkeit: Die Losung ist eindeutig;

3. Stabilitat: Die Losung hangt stetig von den Anfangs-/Randbedingungen ab




Einflihrung

Definition: (Laplace- und Poisson-Gleichung)
Sei u € C?(R") eine zweimal stetig diff'bare Funktion, x € D C R" offen,
u = u(x). Dann ist die Laplace-Gleichung gegeben durch

Au=0.
Die Poisson-Gleichung ist gegeben durch
—Au=f

mit vorgegebener rechter Seite f = f(x).

Satz: (Darstellung der Losung der Poisson-Gleichung)

Eine Losung der Poisson-Gleichung Definition: (harmonische Funktion)
Sei u € C*(R™) eine zweimal stetig diff ‘bare Funktion, welche die Laplace-Gleichung
~Au=f inR" U
P erfillt. Dann heiBt « harmonische Funktion
ist gegeben durch v 15t e har @ Funkto

1]

) = [ ax=y)fv) dy.

D : (F Gsung der Lapl
Beispiat Die Funktion ®(x), x € R", x # 0, definiert durch
Fiir x € R gilt 1)
—35 log ||z n=2
vol(K (0)) = a(3) = 2= ‘1’("’={ il |I|‘:\|2’" En>1;
! ! 3 an=2)a(n) 23
Damit ist die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung heiBt Fundamentallésung der Laplace-Gleichung.

(x)




Definition: (Laplace- und Poisson-Gleichung)
Sei u € C%(R™) eine zweimal stetig diff'bare Funktion, x € D C R™ offen,
u = u(x). Dann ist die Laplace-Gleichung gegeben durch

Au = 0.
Die Poisson-Gleichung ist gegeben durch
—Au=f

mit vorgegebener rechter Seite f = f(x).




Definition: (harmonische Funktion)
Sei u € C?(R™) eine zweimal stetig diff'bare Funktion, welche die Laplace-Gleichung

Au=0

erfullt. Dann heiBt uw harmonische Funktion. o

10.



Definition: (Fundamentallosung der Laplace-Gleichung)
Die Funktion ®(x), x € R", x # 0, definiert durch

— L 1og ] (n=2)
(I) — 2 "
() { ol 7P (n > 3)

heiBt Fundamentallosung der Laplace-Gleichung.

Bemerkungen:
e Die Konstante a(n) bezeichnet das Volumen der Einheitskugel im R™.

e Die Fundamentallosung ist fur alle x # 0 eine harmonische Funktion.
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Beispiel:

Fir x € R? gilt:
~ Ar

3
Damit ist die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung

vol(K1(0)) = a(3)

11
dm ||z

O(x)
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Satz: (Darstellung der Losung der Poisson-Gleichung)
Eine Losung der Poisson-Gleichung

—Au=f inR"

Ist gegeben durch



Eigenschaften
harmonischer Funktionen

Satz: (Mif
Sei U C R
Bix,nncvu

u(x)=][ u4s=][ udy.
aB(xr) Bixr)

Dabei bezeichne f die Mittelung iiber der Sphire oder der Kugel:

f

1
Vol(B(x. 7)) /

Eigenschaften

o Erfillt eine stetige Funktion u € C(U) auf einer offenen Menge U/ < R"

fir jede Kugel Blx, ) C U/ die Mitceiwerteigenschaft, so ist u unendiich oft
differenzierbar (i € C ()

« Satz von Liouvile: Die Funktion 1 : B —+ R sei harmonisch und beschrinkt.
Dann folgt bereits, dass u auf ganz R* konstant ist

 Beschrankte Lisungen der Poisson-Gleichung; €C3{R"), n >3 Dann
hat jede beschrankte Losung der Poissongleichung —Au — f in R" die Form

ulx) = / @(x—¥)f(y) dy +C
he

mit ciner Konstanten (.

" eine offene Menge. Ist u € C*(U) harmonisch, dann gilt fiir jede Kugel

) rung des Satz
Satz: Fiir die Funktion u € C?(U) gelte

ulx) = ][ wds
dB(xs)

fiir jede Kugel B(x,r) C U. Dann ist u harmonisch.

Sotz. (Maximumprinzip harmonischer Funktionen)
Sei u € C2(1) N C{I7) harmonisch in . Dann gilt

1. Das Maximumprinzip:
maxu(x) = max u(x)

2. Das starke st

ro € U mit
(o) = max u(x)
o] ().

5o folgt, dass u auf U/ konstant ist

Satz: (Eindeutige Lasbarkeit der Randwertaufgabe)
Sei g € C(AUV) und § € C(U/). Dann existiert hochstens
sine Lésung u € C*(U) N CY

7) des Randwertproblems

A =~ f inU
w = g afdl

Punkt

15.



Satz: (Mittelwert-Eigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei U C R” eine offene Menge. Ist u € C*(U) harmonisch, dann gilt fiir jede Kugel

Bx,r)cU
u(x)=]l udS=][ udy.
dB(x,r) B(x,r)

Dabei bezeichne £ die Mittelung iiber der Sphare oder der Kugel:

— 1 eee
]l 7 vol(B(x,r)) /

Interpretation: Die Mittelwerteigenschaft besagt, dass der Funktionswert einer
harmonischen Funktion an einer Stelle x stets gleich

e dem Mittelwert der Funktion uber einer Kugel mit Mittelpunkt x bzw.

e dem Mittelwert der Funktion uber der zugehorigen Sphare um x ist. e

17.



Satz: Fiir die Funktion u € C?(U) gelte

u(x) = ][ udS
0B(x,r)

fur jede Kugel B(x,r) C U. Dann ist u harmonisch.



Beweis: (durch Widerspruch)
e Sei Au #0.
e Dann existiert eine Kugel B(x,r) C U, so dass Au > 0 innerhalb von B(x, r).
e Andererseits gilt aber 0 = ¢/(r) = ifB(x,r) Au(y) dy > 0.

e Dies ist aber ein Widerspruch, d.h. u ist harmonisch.

20.



Satz: (Maximumprin_zip harmonischer Funktionen)
Sei u € C?(U) N C(U) harmonisch in U. Dann gilt

1. Das Maximumprinzip:

maxu(X) = max u(x).
naxu(x) = rgx u(x)

2. Das starke Maximumprinzip: Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt
xo € U mit
u(o) = maxu(x),
zelU

so folgt, dass u auf U konstant ist.

Beweisidee: Geeignete Anwendung der Mittelwerteigenschaft...

22.



Satz: (Eindeutige Losbarkeit der Randwertaufgabe)
Sei g € C(OU) und f € C(U). Dann existiert hochstens
eine Losung u € C*(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au = f inU
u = ¢ auf OU.

Beweis:
e Annahme: Seien u; und uy zwei Losungen.

e Dann: w := £(u; — us) l0st das Randwertproblem

e Maximumprinzip: Es folgt: +(u; —us) = w =0 auf U.

e Daher: u; = us.

24,



Eigenschaften:

e Erfiillt eine stetige Funktion v € C(U) auf einer offenen Menge U C R"
fir jede Kugel B(x,r) C U die Mittelwerteigenschaft, so ist u unendlich oft
differenzierbar (u € C*°(U)).

e Satz von Liouville: Die Funktion u : R™ — R sei harmonisch und beschrankt.
Dann folgt bereits, dass u auf ganz R™ konstant ist.

e Beschrankte Losungen der Poisson-Gleichung: Sei f € C2(R"), n > 3. Dann
hat jede beschrankte Losung der Poissongleichung —Au = f in R™ die Form

u(x) = /n dx-y)f(y)dy+C

mit einer Konstanten C.
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Randwertprobleme

Definitionen: (Dirichlet- und Neumann-Problem)
e Das Randwertproblem

—Au = f inU
u = g auf QU

nennt man das Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung
(bzw. der Laplace-Gleichung, falls f = 0).

e Das Randwertproblem

—Au = f inU
Ju_ auf U
om 7

heiBt Neumann-Problem der Poisson- (bzw. Laplace-) Gleichung.
Dabei ist n die duBere Normale an 9U.

Satz: Sei u € C*(U), U C R™ offen. Dann gilt fiir alle Punkte x € U die
Beziehung

wa) = [ @605 - )5 v - x) dS)
- [ 2ty -x)au) ay.

Die Funktion ® bezeichnet die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung.
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Definitionen: (Dirichlet- und Neumann-Problem)

e Das Randwertproblem

—Au = f inU
u = g auf oU

nennt man das Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung
(bzw. der Laplace-Gleichung, falls f = 0).

e Das Randwertproblem

—Au = f inU
ou

m =Y auf oU

heiBt Neumann-Problem der Poisson- (bzw. Laplace-) Gleichung.
Dabei ist n die auBere Normale an OU.

27.



Satz: Sei u € C?(U), U C R™ offen. Dann gilt fiir alle Punkte x € U die
Beziehung

wa) = [ @005 ) - uy) g (v - x) dSO)

- [ 2y -xu() dy.
U

Die Funktion ® bezeichnet die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung.

Beweis: Mittels Greenscher Formeln aus Analysis IlI.

Bemerkung: Anwendung: Zur Losung der Laplace- und Poisson-Gleichung:

Wir konnen im Prinzip die Losung an jedem Punkt berechnen,
aber benotigen Randdaten fur u und auch fur %

30.



Greensche Funktion

Definition: (Greensche Funktion)
Sei U C R™ offen und ®*(y) die Lésung des Dirichlet-Problems

APT = inU
®° = Py —x) auf OU.

Dann ist die Greensche Funktion G auf U gegeben durch

G(x,y) :=2(y —x) - ®*(y) x,y€eUx#y.

Satz: (Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung)
Sei u € C*(U) eine Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann
lasst sich u in der Form
aG o ,
w) = [ sy as)+ [ )6y dy (xev)
o

darstellen. [ und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-

Problems. E

(Ei haften der Gre hen Funktion G(x,y))
1. G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x harmonisch in y.
2. G(x,y) erfiillt homogene Randbedingungen:
G(x,y)=0 VyedUxelU
3. G(x.y) ist eindeutig bestimmt
4. G(x,y) ist symmetrisch:

Glx,y) = Gly,x)

31.



Definition: (Greensche Funktion)
Sei U C R" offen und ®*(y) die Losung des Dirichlet-Problems

AP* = in U
¢* = &(y —x) auf OU.

Dann ist die Greensche Funktion G auf U gegeben durch

Gxy) =2y —x)-2%(y) xyeUx#y.



Satz: (Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung)

Sei u € C?(U) eine Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann
lasst sich u in der Form

U(X)=/aU()—(XY)dSy)+/f Glx,y) dy (xeU)

darstellen. f und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-

©

Problems.

33.



Bemerkungen: (Eigenschaften der Greenschen Funktion G(x,y))
1. G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x harmonisch in y.

2. G(x,y) erfullt homogene Randbedingungen:

G(x,y) =0 VyeoUxeU

3. G(x,y) ist eindeutig bestimmt

4. G(x,y) ist symmetrisch:

G(x,y) = G(y,x)



Eigenschaften
harmonischer Funktionen

Einfiihrung

Randwertprobleme
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