Differentialgleichungen I

Jérn Behrens

Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung




Definition

Definition: (PDG 2. Ordnung)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben

durch
n n
Z Qjjlp iz, + Zb,ur, + fu=g.
ig=1 i=1
Dabei sind die Terme a;j, b;, f und g Funktionen von x = (zy,...,
Den ersten Term der Gleichung nennt man den Hauptteil der PDG.
Es gelte oBdA:

(%) = (%), iG=1,....n.

Spezialfall: Falls a;; = const. fiir i,j = 1,...,n, so lasst sich die PDG
in Matrixschreibweise darstellen:

(VTAV)u+ (b V)u+ fu=g,

mit A = (ai;)i j=1.....n Symmetrische Matrix und b = (by,...,by).




Definition: (PDG 2. Ordnung)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben

durch . .
Z AjjUg,;z; T Z biug, + fu=g.
ij=1 i—1
Dabei sind die Terme a;;, b;, f und g Funktionen von x = (x1,...,7,) .

Den ersten Term der Gleichung nennt man den Hauptteil der PDG.
Es gelte oBdA:

a;j(x) =a;i(x), 4,j7=1,...,n.




Spezialfall: Falls a;; = const. furi,j =1,...,n, so lasst sich die PDG
in Matrixschreibweise darstellen:

(VI'AV)u + (b'V)u + fu=g,

mit A = (aij),,;,jzl,__,,n symmetrische Matrix und b = (bl, e ,bn)




Diagonalform

Bemerkungen:
o Gegeben sei die PDG in Matrixschreibweise:

(VTAV)u+ (b V)u+ fu=g,

mit A = (a;;); j=1,...» Symmetrisch, konstant.

oL A
Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar:
D =84S,
wobei S orthogonal (¢ 1 gewahlt werden kann.

Ansatz: (Herleitung ven Nermalformen)
* Vermende Kocrtinatentransformation
x=Sy & y=5'x
o Setze ily) = u(Sy).
o Mit u(x) = i(S7x) folgt

Zusammenfassung: Lost u die Gleichung
(VTAV)u+(b"V)u+ fu=g,
50 erhalten wir fir i die PDG

o Wegen 2 = n, gt . .
e (V75T ASV)i+ (b SV + fi =g

© Das bedeutet aber gerade

V,u(x) = 59,057 x)

* Formal: ¥, = 57,
« Transponieren: ¥7 = (5V,)7 = V] 5"

Definition: (Diagonalform)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (aij);j=1..,» konstant und symmetrisch)

(VTAV)u+ (b V)u+ fu=g.
Dann st die zugehbrige Diazonalform der PDG gegeben durch
(VTDV)a+((STh) Va+ fi=3
mit Diagonalmatrix D = STAS und S7S = Id. Dabei ist b = b(Sy) und
Jly) = J(8y). 3ly) = a(Sy)




Bemerkungen:

e Gegeben sei die PDG in Matrixschreibweise:
(V'AV)u + (b' V)u + fu =g,
mit A = (a;;)i j=1,....n Symmetrisch, konstant.

[
Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar:

D =S8"1AS,

wobei S orthogonal gewahlt werden kann.



Ansatz: (Herleitung von Normalformen)

e Verwende Koordinatentransformation:

x=8y < y=8"Tx

Setze u(y) := u(Sy).
Mit u(x) = a(S T x) folgt:

Wegen g—zﬁ = s;; gilt

Das bedeutet aber gerade

V.u(x) = SV, (S x)

Formal: V, =SV,

Transponieren: V| = (SV,)T =V 5T,




Zusammenfassung: Lost u die Gleichung
(V'AV)u + (b'V)u + fu =g,

so erhalten wir fur u die PDG

~

(V'STASV)a+ (b'SV)i+ fiu=§



Definition: (Diagonalform)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (ai;)i, j=1....,n konstant und symmetrisch)

(VTAV)u+ (b"V)u + fu =g.
Dann ist die zugehorige Diagonalform der PDG gegeben durch
(VTDV)i+ ((S™b) V)i + fi =g

mit Diagonalmatrix D = S'AS und S'S = Id. Dabei ist b := b(Sy) und
f(y) == £(Sy), 3(y) := 9(Sy) o

10.



Klassifikation

Definition: (Klassifikation partieller Differentialglei 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = ()i j-1.., konstant und symmetrisch)

(VTAV)u+ (b Vju+ fu=g.

Seien Au..., A die Eigenwerte der Matrix A.

1. Falls A; # O fiir alle i = 1,....n und haben alle A; gleiches Vorzeichen, so
heiBt die Gleichung elliptisch.

2. Falls A, # Ofuralle i
als die ibrigen n — 1

...n und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
igenwerte, so heiBt die Gleichung hyperbolisch

\n). so heibt die Gleichung

3. Gilt A = 0 fur mindestens ein k € {1
parabolisch.

Beispiel: Betrachte die PDG 2. Ordnung mit zwes unabhingigen Variablen Bemerkung: (Erweiterung fir nicht-konstante Koeffizenten]

)
it nicht-konstanten Koeffizienten enweitern,

#u Pu Die Typeinteilung lasst sich auf Falle
)tauﬁ' ] was am folgenden Beispiel llustrert wird: Sei
o - gy — Uy Tuy, =
bz ) g+ Sl glanem). @) ez = thay =ty + Tty =0,
ix "
Die Diagonalform ist dann gegeben durch Dann it die Koeffizientenmatrix A gegeben durc)
1
#a | P A= [ ’ ] .
. agg + -1
Mgt g+
Dann ist die Differentialgleichung Die Diskriminante [ lautet D) = 1 ~ zy. Damit ist die Gleichung
1. elliptisch, falls Ay - Ag > 0; 1. parabolisch auf der Hyperbel
2. hyperbolisch, falls Ay - Az < 0; 2. elliptisch in den bexden konvexen Bereichen ry > 1 und
3. parabioisch, falls Ay - Aa = 0 3. hyperbolisch im zusammenhangenden Bereich 7y < 1 0

Frage: Wofiir werden die Gleichungen klassifiziert?
Antwort: Weil jeder Typ ein charakteristis

alten aufweist!

11.



Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (ai;)i,j=1....n konstant und symmetrisch)

(V'AV)u + (b'V)u + fu=g.
Seien Aq,...,\, die Eigenwerte der Matrix A.

1. Falls \; £ 0 fur alle 2 = 1,...,n und haben alle \; gleiches Vorzeichen, so
heiBt die Gleichung elliptisch.

2. Falls \; # 0 furallet =1,...,n und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
als die ubrigen n — 1 Eigenwerte, so heiBt die Gleichung hyperbolisch.

3. Gilt Ay = 0 fir mindestens ein k € {1,...,n}, so heiBt die Gleichung
parabolisch.
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Beispiel: Betrachte die PDG 2. Ordnung mit zwei unabhangigen Variablen:

L0 Pu Pu ) P
1183}% 12 0xro0x1  0x10I2 228:3%

ou ou

bi(x1, x2)8—:cl + ba(x1, 5102)8—x2 + f(z1,22)u = g(z1, x2).

Die Diagonalform ist dann gegeben durch

O%1 0%

ot ~
— 4 )\2 A
dy?

ot .
i N R S Ry
2 oy 70y, 7

~

A1

Dann ist die Differentialgleichung
1. elliptisch, falls A1 - Ao > 0;
2. hyperbolisch, falls A1 - Ay < 0;
3. parabolisch, falls A1 - Ao = 0.

(1)
(2)
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Bemerkung: (Erweiterung fiir nicht-konstante Koeffizienten)
Die Typeinteilung lasst sich auf Falle mit nicht-konstanten Koeffizienten erweitern,
was am folgenden Beispiel illustriert wird: Sei

Dann ist die Koeffizientenmatrix A gegeben durch

A:[_yl ;1].

Die Diskriminante D lautet D = 1 — xy. Damit ist die Gleichung
1. parabolisch auf der Hyperbel zy =1,

2. elliptisch in den beiden konvexen Bereichen zy > 1 und 9

3. hyperbolisch im zusammenhangenden Bereich xy < 1.

14.



Frage: Wofur werden die Gleichungen klassifiziert?
Antwort: Weil jeder Typ ein charakteristisches Losungsverhalten aufweist!
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Normalformen

Definition: (| partieller Dif i ich 2. Ordnung)
1. Die Normalform einer elliptischen PDG in n Variablen x = (z1,...,2,)7 ist
n
Au+Y by, + fu=g.
=
2. Die Normalform einer hyperbolischen PDG in n+1 Variablen (x,t) = (z T, t)"
ist
n
u — Au+ Zb,u,‘ + fu=g.
i=1
3. Die Normalform einer parabolischen PDG in n+1 Variablen (x,t) = (z1,..., T, t) "
ist

n-1
Au+ bouy + zb,u,_ + fu=g.
i=1

Beispiele:
1. Die elliptische Laplace-Gleichung

Au=0.

2. Die hyperbolische Wellen-Gleichung

U — Au = 0.
3. Die bolische Warmeleit: Gleichung
wy = Au.

16.



Definition: (Normalformen partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)

1. Die Normalform einer elliptischen PDG in n Variablen x = (z1,...,2,)" ist

Au + Zbiumi + fu=g.

=1

2. Die Normalform einer hyperbolischen PDG in n+1 Variablen (x,t) = (z1,...,2pn,t) "
ist

Uy — Au + Zbiuwi + fu=g.

=1

3. Die Normalform einer parabolischen PDG in n+1 Variablen (x,t) = (z1,...,2pn,t) "
ist
n—1

Au + bous + Z biug, + fu=g.
i=1
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Beispiele:
1. Die elliptische Laplace-Gleichung

Au = 0.

2. Die hyperbolische Wellen-Gleichung

Ut — Au = 0.

3. Die parabolische Warmeleitungs-Gleichung

Ut = Au.

18.



Wohlgestelltheit

Definition: (Korrekt gestelites Problem)
Ein korrekt gestelites Problem (auch wohlgestelites Problem) besteht aus.

o einer in einem Gebiet definiesten partiellen Differentialgleichung. und
o einem Satz von Anfangs- und/oder Randbedingungen,
50 dass die folgenden Eigenschaften erfillt sind:
1. Bxistenz: Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfilt;
2. Eindeutigheit: Die Losung ist eindeutig;
3. Stabilitit: Die Losung hingt stetig von den Anfangs-/Randbedingungen ab
ringf

(3]

Beispiel: (Hadamard)

Boispiel: (Korekt gestelite Wellengleichung) Das Anfangswertproblem fir die PDG
Das fur die swert]
e~ iz =0 in [0,00[xR 8 Upr + Uty =0 in B?

u=/ swf{t=0}xR ) u=f auf Rx{y=0}

wmg auf {t=0) xR ] uy=g auf Rx {y=0}
st ein wohlgestelltes hyperboiaches Problem.

ist kein wohlgestelltes elliptisches Problem!
Losung ist von

' Alembert:

uit.o) = (/u—nn/uw«n%/ﬂ ol

» Die Lasung hingt stetig von den Daten ab, denn es gilt

llu =il < 1f = fllac + g = dlloc-

Beispiel: (Laplace-Gleichung)
Das Randwertproblem fiir die zweidimensionale Laplace-Gleichung

ettty = 0 in{(z,y) eRZ:x? +2 <1}
u = g auf {(r,y) eR?: 2% +* =1}

ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.

Die Lésung (eindeutig) ist durch die P I gegeben:
1-a?—y? 9lz)
z,y) _— ———ds
)= "2 Bl
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Definition: (Korrekt gestelltes Problem)
Ein korrekt gestelltes Problem (auch wohlgestelltes Problem) besteht aus

e einer in einem Gebiet definierten partiellen Differentialgleichung, und
e einem Satz von Anfangs- und/oder Randbedingungen,
so dass die folgenden Eigenschaften erfullt sind:
1. Existenz: Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfullt;
2. Eindeutigkeit: Die Losung ist eindeutig;

3. Stabilitat: Die Losung hangt stetig von den Anfangs-/Randbedingungen ab

' 2.@a |
[ ) |

20.



Beispiel: (Korrekt gestellte Wellengleichung)
Das Anfangswertproblem fiir die eindimensionale Wellengleichung

Ugp — CUgy =0 in [0, 00[xR (1)
u=f auf {t=0} xR (2)
ug =g auf {t=0} xR (3)

ist ein wohlgestelltes hyperbolisches Problem.

e Die eindeutig bestimmte Losung ist gegeben durch die Losungsdarstellung von
d'Alembert:

u(t,z) = (f(ac —ct)+ f(z+ct) + i /:+ct g(z)dz) :

—ct
e Die Losung hangt stetig von den Daten ab, denn es gilt

lu = @lloo < [IF = Flloo + tllg — Glloo-
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Beispiel: (Hadamard)
Das Anfangswertproblem fur die PDG

Upy + Uyy =0 in R?
u=f auf Rx{y=0}
uy, =g auf R x {y =0}

ist kein wohlgestelltes elliptisches Problem!

~—~~ ~~
W N =
—_ —
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Begrundung:

e Setze f(z) = g(z) = 0, So ist die eindeutige Losung gegeben durch

u(x,y) = 0.
e Andererseits, falls f,,(z) = 0 und g, (z) = Lsin(nz), fir n € N, so ist die
Losung
1
un(x,y) = = sin(nx) sinh(ny)
e Esgilt

lim f,=f=0 und lim g,=9g=0

n— o0 n—oo

1
n2

e Aber wegen lim,, . -3 sinh(ny) = oo (y # 0), erhalt man

lim w,, # u,
n—oo

die Losung hangt also nicht stetig von den Daten ab!
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Beispiel: (Laplace-Gleichung)
Das Randwertproblem fur die zweidimensionale Laplace-Gleichung

Ugy +Uyy = 0 in{(z,y) eR*: 2% +9° <1}
w = g auf {(z,y) eR?:2% +9° =1}

ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.
Die Losung (eindeutig) ist durch die Poissonsche Integralformel gegeben:

" 12—y 9(z)
(z,y) ]ﬁ

27 z|=1 |Ix — 2|2
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