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Integralldsungen und Entropiebedingung
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Satz: (Rankine Hugoniot Bedingung)
Ist x = s{t] die StoBfront einer StoBwellenlisung von 1, -+ f{u), = 1}, 0 gilt fur
dies Stofigeschwindigheit 4(1) die Rankine Hugoniot Bedingung

1] _ Sludslt)™, 1)) = fluls(t)*. 1))
‘) wla(t)= t) = uls{t)+,

Definition: (schwache Lisung)
Eine Funktion & L[ x ), %[) heibt Integrallssung oder schwache Lisung der
Erhaltungsgleichung 1, + f{u), = 0, falls fir alle Testfunktionen v gt

J{,‘i:(m\ + flulne) .Lmuf; wglrjulr,0) dr =0

Bemarkung

muss keine differenziorbare Funktion sein|

+ Sie kann sogar Speungstellen besitzen

Definition: (Riemannproblem)
Das Anfangswertproblem

wot flu)e= 0 in Rx]0,o0f
w= uy auf R = {t =0}
mit unstetigen Anfangsbedingungen
L Jw o oz<0
tol=) = { we w0

heibt R problem fur die skalare Erhal

Dafinition; ($tofwlionkisung)
Eine Stofwellenlosung st sine schwache Lasung der Erhaltungsgleichung Das
Anfangsveertproblem

ite+ (1) =10
e gine Stafront 7 = afth, 3 € € existiert, 50 ass o jreeils fr < s(1) und
v = s{t) eine klasssche Lisung der PGD ist und 1 bei 7~ s(t) 4in Sprungstelle
mit Speunghihe

[uldt) = uls{t)* . &) — uls(t)™.1)
besitzt. #(t) heiBt Staligeschwindighait




Beispiel: (Burgers Gleichung)
Die Burgers Gleichung ist gegeben durch die Flussfunktion f(u) = ”72 bzw. durch

das Cauchy-Problem
up +uugy = 0 in Rx]0, oo
u= 1up auf R x {t =0}

t=0

Die Losung ist gegeben durch u(t) = z¢ + tug(zo).

e Falls ug gegeben ist durch

1 : =<0
w(z)=¢ 1—2z : O<zx<l1
0 : =z>1

dann entwickelt z(t) fiir t — 1 eine Singularitat.

Eine klassische Losung der Burgers Gleichung existiert nur lokal fur 0 <t < 1.

[ ]
e Die lokale Losung lautet fir ¢ € [0, 1]:
1 r<l
u(z,t) = ((11:1")) 0<t<z<l1
0 z>1




Definition: (schwache Losung)

Eine Funktion u € L (R x [0, 00[) heiBt Integrallosung oder schwache Losung der
Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0, falls fur alle Testfunktionen v gilt:

/Ooo /_Z(uvt + f(u)vg) dedt + /OO uo(z)v(z,0) dz = 0.

— 00

Bemerkung:

e Eine Integrallosung muss keine differenzierbare Funktion sein!

e Sie kann sogar Sprungstellen besitzen.




Definition: (Riemannproblem)
Das Anfangswertproblem

us + f(u)z = 0 in Rx]0, oo
U= g auf R x {t =0}

mit unstetigen Anfangsbedingungen

(z) = w - <0
Yolt) = U : x>0

heiBt Riemannproblem fur die skalare Erhaltungsgleichung.



Definition: (StoBwellenlosung)
Eine StoBwellenlosung wu ist eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung Das
Anfangswertproblem

wenn eine StoBfront = = s(t), s € C! existiert, so dass u jeweils fiir z < s(t) und
x > s(t) eine klassische Losung der PGD ist und u bei x = s(t) ein Sprungstelle
mit Sprunghohe

[W)(t) = u(s(t) ", 1) — u(s(t)”,t)

besitzt. $(t) heiBt StoBgeschwindigkeit.




Satz: (Rankine-Hugoniot Bedingung)
Ist x = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlosung von u; + f(u), = 0, so gilt fiir
die StoBgeschwindigkeit $(¢) die Rankine-Hugoniot Bedingung

U] Fuls@) ) — S0, 0)
t)=,t) —u(s(t)*,t)

[u] u(s(t)=,t)
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Beisgil: (Rankine Hugeniot Besngung fir urgers Gleichung) e
Betrachte cie Burgers Geichung o -+ iz = 0 in Rx]0, o] und s, ¢ = 0] = 2 Betrachte un das Riemann Problem
Ess

der Burgers Gleichung e + i, =

Rx|0. ] und ulz, £ = 0} = . Es sei
wir=f %025 s
oL a0 T wip={ 20w
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Beispiel: (Rankine-Hugoniot Bedingung fiir Burgers Gleichung)
Betrachte die Burgers Gleichung u; + uu; = 0 in Rx]0,00[ und u(z,t = 0) = xo.
Es sei

uo(z) = u w0 > u
=Y w, + >0 t "

Die Rankine-Hugoniot Bedingung lasst sich dann schreiben:

-_[f]_u_?_ﬁ_(uﬂrur)(uz—ur)_}
T T W T 2wy )

Damit lautet die StoBwellenlosung des Riemann Problems

: < }
I S (i

(ug + uy )t

B | =

10.



Beispiel: (Rankine-Hugoniot Bedingung fiir Burgers Gleichung)
Betrachte die Burgers Gleichung u; + uu, = 0 in Rx]0,00[ und u(z,t =
Es sei

uo(z) = u w0 > u
=Y w, + >0 t "

Die Rankine-Hugoniot Bedingung lasst sich dann schreiben:

-_[f]_u_?_u—g_(uﬂrur)(ut—ur)_l
T T W T 2wy )

Damit lautet die StoBwellenlosung des Riemann Problems

: <
o= { U7 ESjre

(ug + uy )t

B | DO | =

0) = Xy.

s=3/2

v

11.



Verdunnungswelle:
Betrachte nun das Riemann Problem mit der Burgers Gleichung u; + uu, = 0 in
Rx]0,00[ und u(z,t = 0) = x¢. Es sei

ug(x) = w <0 mit u; < u,..
ur : x>0

Wir fordern weiter, dass f € C2(R) und f” > 0, d.h. die Flussfunktion ist strikt
konvex. Setze g := (f')~1.



Bemerkungen:
e Nach Annahme ist f’ > 0, also gilt: w; < u, = f'(w) < f'(u,).

e Es gibt genau zwei Typen von Charakteristiken:
z(t) =xo+ f'(w)t und z(t) =x0 + f'(u)t.

e Die Kurvenschaar fiillt nicht den gesamten R x R™ aus!

e Der Bereich
Q={(zt) e RxR": fl(w)t <z < f'(u,)t}

wird nicht durchlaufen, hier kann eine beliebige Integrallosung gelten!



Bemerkungen:
e Nach Annahme ist f’ > 0, also gilt: w; < u, = f'(w) < f'(u,).
e Es gibt genau zwei Typen von Charakteristiken:

z(t) = zo + f(w)t und z(t) = z¢ + f’(fu,,r)t

e Die Kurvenschaar fiillt nicht den gesamten R x R™ aus!

e Der Bereich

I

Q={(zt) e RxR": fl(w)t <z < f'(u,)t}

wird nicht durchlaufen, hier kann eine beliebige Integrallosung gelten!

7.

14.



Satz: (Verdunnungswelle)

Sei das Riemann Problem mit der Burgers Gleichung u; + uu, = 0 in Rx]|0, 00|
und u(x,t = 0) = zy gegeben. Es sei

uo(x) = w : z<0 mit u; < u
= u, ¢+ >0 ! r

Dann ist die Verdunnungswelle gegeben durch

u < f’('u,g)t
uwt) = o(2) ¢ Pl << )t
ur x> f(up)t

eine Integrallosung des Riemann Problems.



Problem: Integrallosungen sind nicht eindeutig!
Beispiel: Betrachte das Riemann Problem der Burgers Gleichung mit Anfangsbe-

dingungen

ug(x):{ 0 : z<0

1 : >0

Es gelten die beiden Integrallosungen

0 : <

up (x, 1) :{ N (StoBwelle)

B | b0 |+

und
x <0

0<z<t (Verdiinnungswelle) o
r >t

us(z,t) =

— 8 O

16.



Frage: Welches ist die physikalisch richtige Losung?

Idee: Eine zusatzliche Bedingung wahlt die physikalisch richtige Integrallosung.

17.



Frage: Welches ist die physikalisch richtige Losung?

Idee: Eine zusatzliche Bedingung wahlt die physikalisch richtige Integrallosung.

Definition: (Entropiebedingung)
Eine Integrallosung heiBt Entropielosung, falls die Losung die folgende Entropiebe-

dingung oder Lax-Oleinik-Bedingung erfiillt:
Es gibt ein C' > 0, so dass fiir alle z,z € R, £ > 0 mit z > 0 gilt:

u(t,z+ z) —u(t,x) < gz

18.



Satz: (Eindeutigkeit der Entropielosung)
Erfullt eine Integrallosung die Entropiebedingung, so ist diese Losung eindeutig.
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