Differentialgleichungen I

Jérn Behrens

Charakteristiken-Methode fur
nichtlineare Gleichungen




Erinnerung

Definition: (C istisches Differentialglei )
Sei die skalare lineare homogene PDG 1. Ordnung

Za.-(x)u,‘ =0, xeR"
i=1

gegeben. Dann heiBt das autonome System gewdhnlicher DGL
x(t) = alx(t))
das charakteristische Differentialgleichungssystem der PDG.

Lo: rfahren, die das ch istische DGL-System den,
heiBen Charakteristiken-Verfahren.

Definition: (Cauchy-Problem)
(0 = 3 oy (x{t) s, (x()) = 0 Fiir zeitabhangige Gleichungen mit Zeitvariable ¢ € 1 = [0, 50 und Ortsvariablen
: x € K" betrachtet man das auf ganz R* x / definierte Anfangswertproblem

nd damit u(x(t st Diese Lisung het erstes Integral.

+ Die Lisungamethode st sich af qaslineae nhomogene P wt Dot = bxtw inRxI
- =
- o u o= g auf R x {t =0}
Dieses Problem nennt man Cauchy-Problem.
rweitern, indem man das erweiterte Problem
) x x. [

Beispiel. (Transportgleichung)
Die Transportgleichung

whn T =
wx0) = alx)
mit (x,1) € R" x [ besitzt das charDGLS
f(r) =1, in(r) = an,...,&ulr) = @
Mit # = 7 bieiben die n Glechungen #(t) = a;. Die Losung it aho cin fineares
System der Form
x(t)=xo4n-t.
Aufisung nsch xq und Emsetzen der Anfangsbedingungen ergibe al Losung

u(x,t) = o - a)




Definition: (Charakteristisches Differentialgleichungssystem)
Sei die skalare lineare homogene PDG 1. Ordnung

n
Z a;(X)uz,, =0, xe€R"
1=1

gegeben. Dann heiBt das autonome System gewohnlicher DGL

x(t) = a(x(t))

das charakteristische Differentialgleichungssystem der PDG.
Losungsverfahren, die das charakteristische DGL-System verwenden,
heiBen Charakteristiken-Verfahren.




Bemerkungen: (Charakteristiken-Verfahren)

e Mit Hilfe des charakteristischen DGL-Sytems (charDGLS) ergibt sich sofort:

Zal t)ug, (x(t)) =0

und damit u(x(t)) = const.. Diese Losung heiBt erstes Integral.

e Die Losungsmethode lasst sich auf quasilineare inhomogene PDG
Zaz(x u)ug, = b(x,u), x€R"
erweitern, indem man das erweiterte Problem

Z a;(x,u)U,, + b(x,u)U, =0

=1

fuir U = U(x,u) betrachtet.




Definition: (Cauchy-Problem)
Fiir zeitabhangige Gleichungen mit Zeitvariable ¢ € I = [0, 00] und Ortsvariablen
x € R™ betrachtet man das auf ganz R™ x [ definierte Anfangswertproblem

ut + Zai(x,t,u)uwi = b(x,t,u) inR" x I
i=1
u = wug auf R™ x {t=0}

Dieses Problem nennt man Cauchy-Problem.




Beispiel: (Transportgleichung)
Die Transportgleichung

us +a-Vu = ut—l—zn:az-umi =0
u(x,0) = 'u,o(x)Z=1
mit (x,t) € R™ x I besitzt das charDGLS
t(r) =1, 21(7) = a1,...,5n(7) = an.

Mit ¢ = 7 bleiben die n Gleichungen %;(t) = a;. Die Losung ist also ein lineares
System der Form
x(t) =% +a-t.

Auflosung nach x¢ und Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt als Losung

u(x,t) = up(x — at).




Burgers
Gleichung

Beispiel: (nichtlineare skalare Erhaltungsgleichung)
Das folgende Cauchy-Problem reprisentiert eine nichtlineare <
thaltungsgleichuns in einer Raumdimension,

Baispiol
Gegeniber der Transportglechung erdhen wir die Komplexitst kicht, indem wir
= tx wahlen. Dafr betrachten wir die Gleichung nun in R x J. e+ f(u),

whtr= 0 inRxj0,
alx,0) = a0 R ¢ = 0} © f = F{u) gegeben, heiBt Flussfunktion
* Charshimitiochs Glelcheng: & = b3, 2{0) = 2. » Diese PDG ist quasi-linear, wel sie geschricben werden kann s

w +alu)u, =0

mit a(u) = f'(u)

® a(u) heibt auch ‘okal

Beispiel: (Burgers Gleichung)

Die Burgers Gleichung ist gegeben durch die Flussfunktion [(u) = %, bzw. durch
das Cauchy-Problem
wtuue= 0 inRx]0,00]
u= w  auf Rx{t=0} e

» Die Lésung ist gegeben durch u(t) = o + fugxo).
o Falls g gegeben ist durch

1 z
wix)={ 1-x : D<x<
0 : x>l

dann entwickelt (1) fiir £ - 1 cine Singularitit

» Eine Klassische Lésung der Burgers Gleichung existiert nur lokal fur 0 < ¢ < 1

» Die lokale Losung lautet fur ¢ € [0,1[:

1<l
uw)={ 4= 0<t<z<
0 oas1

Fazit: Die skalare Erhaltungsgieichun, gegeben durch das Cauchy-Problem
wtfle= 0 inRx)0,00

us= u awfRx{t=0}

hat im Allgemeinen keine globale Lasung.
Frage: was geschieht fr ¢ > 1, ako nach der Singularitit?




Beispiel:
Gegenuiber der Transportgleichung erhohen wir die Komplexitat leicht, indem wir
a = tx wahlen. Dafur betrachten wir die Gleichung nun in R x I:

ut + txug = 0 in Rx]0, oo
u(x,0) = sin(z) auf R x {t =0}

e Charakteristische Gleichung: & = tz, x(0) = xo.

e Losung der Charakteristischen Gleichung: z(t) = 2o exp (%)

e Losung des AWP: u(z,t) = sin [:1; exp (—%)]




Beispiel: (nichtlineare skalare Erhaltungsgleichung)
Das folgende Cauchy-Problem reprasentiert eine nichtlineare skalare
Erhaltungsgleichung in einer Raumdimension.

us+ f(u)z = 0 in Rx]0, oo
u= g auf R x {t =0}

o f = f(u) gegeben, heiBt Flussfunktion.

e Diese PDG ist quasi-linear, weil sie geschrieben werden kann als
us + a(u)u, =0

mit a(u) = f'(u).
e a(u) heiBt auch lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit. 0

10.



Beispiel: (Burgers Gleichung)

Die Burgers Gleichung ist gegeben durch die Flussfunktion f(u) = % bzw. durch
das Cauchy-Problem

httpa n
Projecten/BWN/lemmata/bwnS/burgers

u +uty = 0 in Rx]0, oo
U= o an ]R X {t _ O} u 4 Jan M. Burgers (1896-1981)
e Die Losung ist gegeben durch u(t) = z¢ + tug(xo). 1 t=0 t=% t>1
e Falls uy gegeben ist durch
1 : =<0
up(z) =¢ 1—2 : 0<z<l1

0 : x=>1

dann entwickelt z(¢) fiir ¢ — 1 eine Singularitat.

e Eine klassische Losung der Burgers Gleichung existiert nur lokal fur 0 <t < 1.
e Die lokale Losung lautet fiir ¢ € [0, 1]:
1 <1
u(z,t) = ((111“;)) s 0<t<z<l1
0 : z=z>1

12.



Fazit: Die skalare Erhaltungsgleichung, gegeben durch das Cauchy-Problem

us + f(u)z = 0 in Rx]0, oo
U= g auf R x {t =0}

hat im Allgemeinen keine globale Losung.

Frage: was geschieht fiir ¢ > 1, also nach der Singularitat?

13.



Allgemeine skalare
Erhaltungsgleichung

Definition: (kompakter Triger)
Der Trager einer Funktion f : R* -» R st die Menge

w(f) = (€ R J) 4]

2 tr(f) sine kompakte Menge, 50 sprechen wir von eines Funktion mit kompaktem
rager

2}

i Bemerkung: (Testfunktion)
o Sei v: R x [0, 20[+ R diff bare Funktion mit kompaktem Tragr.
) i

Satz: (Rankine-Hugoniot Bedingung) « Batrachte i skalare Erhaltungsgieichung 1, + f{u); = 0, multipliziere mit

Ist x = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlasung von u, + f{u), = 0, o gilt fiir © und integriere:
die StoBgeschwindigkeit 4(t) die Rankine-Hugoniot Bedingung .
0 “ e)o dede
U] _ fulsity ) — flutse)* 1) [ o o ae

u(s(0)-, t) — uls()+, ) . o - _/: /“ e d_,,,,_/_“:.,(,_.,,v(,.n,‘,_[a" f‘m flupep drd.

 Mit Anfangsbedingung u(z,0) = ug(z) ergibt sich

./: /:.""" + Fluju) dnds + [1 wolae(z.0) dz = 0.

« Eine solche Funktion v heifit T funition
Definition: (Stcdwmiriosung) Definition: (schwache Lésung)
Ene 88 wnw schwache Lisung doe Extaltangrgichung Eine Funktion u L™ (R x [0, 0[) heift Integrafiésung oder schwache Lisung der
o+ Jlwle =0 Exhaltungsgleichung ue + f(u)z = 0, falls fur able Testfunktionen v gilt
ane £ 1), € O enntiert. 30 o Jrweis i 7 < () wnd e -
€Ot < ) [ [ s et [ it s =o
i Syrumghin S o
[0l = o))~ ulstt)" )
besitzt 4(1) bt

Definition: (Riemansproblem)
Das Anfangswertproblem

wet fule= O inRx0,0¢]
ue w Al Rx{teo}

mit unstatigan Anfangsbedingungan

it Riemannprobiem fir die skalare Erhaltungsgeichuns. €)

14.



Definition: (kompakter Trager)
Der Trager einer Funktion f : R™ — R ist die Menge

tr(f) :={x € R*: f(z) # 0}.
Ist tr(f) eine kompakte Menge, so sprechen wir von einer Funktion mit kompaktem

Trager. G

Bemerkung:

e Es gibt viele diff'bare Funktionen mit kompaktem Trager.

e Sie sind wichtig fur die Theorie und Numerik partieller DGL.

16.



Bemerkung: (Testfunktion)
e Sei v: R x [0,00[— R diff'bare Funktion mit kompaktem Trager.

e Betrachte die skalare Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0, multipliziere mit
v und integriere:

0 = /OOO /_(:(utJr Fu)a)v dadt

= _/000 /_C: uvy drdt — /_C: u(x,0)v(x,0) dxr — /000 /_C: f(u)v, dxdt.

e Mit Anfangsbedingung u(z,0) = ug(x) ergibt sich
/ / (uvy + f(u)ve) dxdt -|—/ uo(x)v(z,0) dz = 0.
0 —00 —00

e Eine solche Funktion v heiBt Testfunktion.

17.



Definition: (schwache Losung)
Eine Funktion u € L*°(R X [0, 00[) heiBt Integrallosung oder schwache Losung der
Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0, falls fiir alle Testfunktionen v gilt:

/0°° /_O;(“”t + f(u)vs) dadt + /_o; uo(z)v(z,0) dz = 0.

Bemerkung:

e Eine Integrallosung muss keine differenzierbare Funktion sein!

e Sie kann sogar Sprungstellen besitzen.

19.



Definition: (Riemannproblem)
Das Anfangswertproblem

us + f(u)y = 0 in Rx]0, oo
U= U auf R x {t =0}

mit unstetigen Anfangsbedingungen

u o <0
uo(x):{ur x>0

heiBt Riemannproblem fur die skalare Erhaltungsgleichung.



Definition: (StoBwellenlosung)
Eine StoBwellenlosung wu ist eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung

wenn eine Stolfront & = s(t), s € C! existiert, so dass u jeweils fiir z < s(t) und
x > s(t) eine klassische Losung der PGD ist und u bei z = s(t) ein Sprungstelle
mit Sprunghohe

[u](t) = u(s(®)",t) —u(s(t) ", 1)

besitzt. $(t) heiBt StoBgeschwindigkeit.

21.



Satz: (Rankine-Hugoniot Bedingung) B -
Ist x = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlosung von wu; + f(u)m = 0, so gilt fir
die StoBgeschwindigkeit 5(¢) die Rankine-Hugoniot Bedingung

) _ flu(s()=,8) = Flu(s),8) /() — Sl
|u] u(s(t)=,t) —u(s(t)+,t) PP

S =

22.



Allgemeine skalare
Erhaltungsgleichung
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