Differentialgleichungen I

Charakteristikenmethode




Erinnerung

Definition: (Partielle Differentialgleichung)
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

Plou 20, 20 e )
O e B By P iy o

fiir eine gesuchte Funktion u : D — R™, D C R", heit ein System partieller
Differentialgieichungen (PDG oder PDE) fiir die 1 Funktionen wy(x), ..t (x).

Tritt eine der partiellen Ableitungen p-ter Ordnung (s 5s-) explizit auf, so
spricht man von einer PDG der Ordnung p.

Definition: (lineare/nichtlineare PDG)
Theorem: (Reynoldscher Transportsatz)
Fiir eine beliebige differenziertere, skalare Funktion £ : Dy x [0,T] - R gilt:

%/l;'f(x,t)dx=/m [%j+v~[]v)](x<1)n‘x.

1. Eine PDG heiBt lincar, falls F(x, u. ... affin-lincar in den Variablen u, 3., 23

PDG heibt semilinear, falls F(x.u,...) affin-linear in den Variablen
e it T
)

it B ist und die Koeffzienten nur von X = (1, it

N y 3. Eine PDG heiBt quasilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen
G gt - B8 st Die Koeffizienten konnen dann von x,u, 2% 4724
abhangen.

4 In allen anderen Fllen heit die PDG nichtlinear,




Definition: (Partielle Differentialgleichung)
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form
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fur eine gesuchte Funktion u : D — R™, D C R", heiBt ein System partieller
Differentialgleichungen (PDG oder PDE) fiir die m Funktionen u1(x), ..., un(X).

oPu

Tritt eine der partiellen Ableitungen p-ter Ordnung (g5 355 ) explizit auf, so
spricht man von einer PDG der Ordnung p.




Definition: (lineare/nichtlineare PDG)

1. Eine PDG heiBt linear, falls F(x, u, .. .) affin-linear in den Variablen u, 887“, e gp},‘
. 1 m'n,
ISt.

2. Eine PDG heiBt semilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen
gi?’ 833{?_101“8932,...,2%1 ist und die Koeffizienten nur von x = (z1,...,2Zn) "
abhangen.

3. Eine PDG heiBt quasilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen
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abhangen.

4. In allen anderen Fallen heiBt die PDG nichtlinear.




Theorem: (Reynoldscher Transportsatz)
Fir eine beliebige differenziertere, skalare Funktion F': Dy x [0,T] — R gilt:
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Voriiberlegungen
Charakteristikenmethode

Ziel: Losung der skalaren quasilinearen PDG 1. Ordnung
Za;(x, w)ug, = b(x,u), xeR"
i=1

Lésungsmethode: Charakteristikenmethode.

Betrachte zunSchst: Homagene linesre PG 1. Ordnung

Definition: Die Lasung u(x) haifit dos charakteritischan Difforen- Yafxiu, =0, xeRr"
talghichungssystems. =
Oeinition: Das autosome System gewsholicher Differentiaigeichungen

x(t) = a{x(t))

o

mita = (ay,....0,)", heit das
Homogenen linearen PDG 1. Ordnung.

Boobachtung: Mit der charakteristischen DGL gilt
Bt = 3 L t) -, x(8) = 3 ), (x(0).
s IFRUES ettt (x0)-
Da die rechte Seite aber gleich Null ist folgt:
Bemerkung: Die Funktion u(x) ist genau dann Lsung der PDG, wenn « entlang.
joder Losung x(t) des charakteristischen DGL-Systems konstant ist, d.h

uix(t)) = const.




Ziel: Losung der skalaren quasilinearen PDG 1. Ordnung
Z a;(x,u)u,, =b(x,u), xe&R".
i=1

Losungsmethode: Charakteristikenmethode.




Betrachte zunachst: Homogene lineare PDG 1. Ordnung
Z a;(X)uy, =0, xe€R".
i=1

Definition: Das autonome System gewohnlicher Differentialgleichungen

mit a = (a1,...,a,) ", heiBt das charakteristische Differentialgleichungssystem der
homogenen linearen PDG 1. Ordnung.




Beobachtung: Mit der charakteristischen DGL gilt:

%u(x(t)) =3 %xi(t) g, (x(8)) = ;ai(x(t))uxi (x(t))-

Da die rechte Seite aber gleich Null ist folgt:

Bemerkung: Die Funktion u(x) ist genau dann Losung der PDG, wenn u entlang
jeder Losung x(t) des charakteristischen DGL-Systems konstant ist, d.h.

u(x(t)) = const.



Definition: Die Losung u(x) heiBt erstes Integral des charakteristischen Differen-
tialgleichungssystemes.
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Quasilineare
Inhomogene PDG

Ziek  Anwendung der Charakteristkenmethode auf de inhomogene quasiineare
POG. .
el =Kxs), xeR

dee: Betrachie das erwetert Problom
(st bk =0, xR

it dar unbekannten Funktion [/ = U(x, u) von (n + 1) nabhingigen Viriabien x

Bt G o Lineng

Becbachung. B
Im Gegensatz zu linearen PDG erhilt man bei quasilinearen PDG P
keine explizite Losungsdarstellung e
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Ziel: Anwendung der Charakteristikenmethode auf die inhomogene quasilineare
PDG

Z a;(x,u)u,, = b(x,u), xeR".
i=1

Idee: Betrachte das erweiterte Problem
Zai(x, w)U,, +b(x,u)U, =0, xe€R"
i=1

mit der unbekannten Funktion U = U (x,u) von (n+ 1) unabhangigen Variablen x
und wu.

Behauptung: Ist U(x, u) eine Losung mit U,, # 0, so ist durch U(x,u) = 0 implizit
eine Losung u = u(x) des Ausgangsproblems gegeben.
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Beweis:

e Gilt U, # 0, so lasst sich U(x,u) nach dem Satz iiber implizite Funktionen
nach u(x) auflosen.

Wegen U (x,u) = 0 gilt dann

Uz, + Uyuy, = 0.

e Weiter gilt
Zai(x, w)Uy, + b(x,u)U, =0
i=1

e Daraus folgt mit der obigen Gleichung

. (i a; (X, u)umi> U, + b(x,u)U, =0

=1

SchlieBlich gilt fir U, # 0

Z a; (X, u)ug, = b(x,u)
i=1
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Beispiel: Gesucht ist die Losung von
I+ 2)ug — (1 +y)uy =y — .

Erweitertes Problem:

1+2)U, — 1+y)Uy, + (y —z)U, = 0.
e Charakteristisches DGL-System:

T = 1+=x
—(1+y)
= y—x

e Allgemeines Losung fiir gew. DGL:

z(t) = cief -1
y(t) = coet—1
u(t) = c3—ceet —cre
e Eliminiere t:
; T+1 Co
e = = = (z+1)y+1)=cr-ca=ceR
e yr1 ( )y +1) 1°C2

und
u=cz—(z+1)—(y+1) = ut+z+y=dekRr

e Die beiden Konstanten ¢ und d bestimmen das Losungsverhalten. Es folgt
die implizite Lésungsdarstellung

S((z+1)(y+1),(u+z+y)=0

mit beliebiger C'-Funktion ® : R? — R.
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Beobachtung:
Im Gegensatz zu linearen PDG erhalt man bei quasilinearen PDG
keine explizite Losungsdarstellung



Anfangswertprobleme

Betrachte den in haufigen Fall
einer Zeitvariablen t und n Ortsvariablen x = (xy,...,2,)
Interpretation: Beispiel
Das gegebene Anfangsprofil uo(x) wird mit der konstanten Geschwindigeit a € R™ eispie!
transportiert, ohne seine Form zu ndem Verwende Charakteristikenmethode zur Losung der Transportgleichung

wp+a-Vu=0 inR" x (0,00), const.
u=1uo auf R™ x {t =0}

Lésung: Man erhilt die Lésungsdarstellung

u(x,t




Vorbemerkung: Betrachte den in Anwendungen haufigen Fall
einer Zeitvariablen ¢ und n Ortsvariablen x = (z1,...,z,)".

Definition (Cauchy-Problem):
Das auf ganz R™ definierte Anfangswertproblem

ug + Y g ai(X, t,u)ug, = b(x,t,u) in R™ x (0,00)
u = ug auf R™ x {t =0}

heiBt Cauchy-Problem.

Anfangsbedingung



Beispiel:
Verwende Charakteristikenmethode zur Losung der Transportgleichung

us+a-Vu=0 inR"™ x (0,00), const. =a € R"”
U = ug auf R™ x {t = 0}.

Losung: Man erhalt die Losungsdarstellung

u(x,t) = up(x — at). @
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Interpretation:
Das gegebene Anfangsprofil ug(x) wird mit der konstanten Geschwindigkeit a € R™
transportiert, ohne seine Form zu andern.
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