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Aufgabe 1: [4 Punkte]
Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(zx, t):

u, — 4tu, = 5, reR, te R,
u(z,0) = cos(x) z eR.

Losung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
% = —4t = dv = —4tdt = v = —2t>+ C; [1 Punkt]
@ =5 = du = bdt = u = 5t+ Cy. [1 Punkt]

Mit Cy = = + 2t?> und Cy = u — 5t machen wir den Ansatz

Co = f(Ch)

und erhalten

u—5t = f(z+ 2t?)

und damit die allgemeine Losung: u(z,t) = 5t + f(z + 2t%).
Die Anfangsbedingung verlangt:

wz,0)=5-0+ f(x+2-02) = f(z) = cos(z). % [1 Punkt]
Also u(z,t) = 5t + cos(x + 2t?). [2 Punkte]
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Aufgabe 2: [6= 2+4 Punkte]

Gegeben ist die Differentialgleichung

ue + (f(u), =0

mit der Flussfunktion f(u) = Qui1)?

a)

b)

3

Ist die Losung konstant entlang der Charakteristiken?
Sind die Charakteristiken Geraden?
Begriinden Sie Thre Antworten.

Bestimmen Sie die Entropielosung der Differentialgleichung zu den Anfangswerten
1 <0
u(z,0) = r="
-1 0<a.

Hinweis: Gefragt ist nur die Losung fiir die vorgegebenen Anfangswerte. Sie brauchen
keine Losungen fiir allgemeine Anfangswerte anzugeben!

Losung:

a)

(2u+1)?
3 -

Mit den iiblichen Bezeichnungen gilt f(u) =
Auf den Charakteristischen Kurven gilt

#(t) = f/(u) = 22 und a(t) = 0.

u ist also konstant entlang der Charakteristiken und die Steigung der Charakteristiken

héngt nur von u ab. Somit sind die Charakteristiken Geraden mit konstanter Steigung
%?W. (2 Punkte)

Zu den Daten aus Teil b) wiirde bei Losung iiber die Charakteristiken Methode sofort
(also bereits bei t = 0) eine Mehrdeutigkeit entstehen. Es muss mit 4; = 1 und u, = —1
eine StoBfront s(t) eingefithrt werden.  [1 Punkt ]

Mit f(u)= Z =3 fu,)= =1 (1 Punkt)

erhalten wir

5(t) = flu) = flw) - 3- % = 2 [1 Punkt]

w—u, 1= (=1) 3
und damit
w =1 < s(t)= 4
u(zx,t) =
up = —1 Y <z [1 Punkt]
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Aufgabe 3: [6 Punkte]

Bestimmen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe

uy — Yug, = Hsin(3x) O<z<2m, 0<t,
u(z,0) = 0 0<az<2m,
u(0,t) = 0 0<t,
u(m,t) =0 0<t.

Losung:

Mit L =27, w= 5= % und ¢ = 9 machen wir den Ansatz

u(z,t) = ay(t)sin (nwz).

n=1

Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung liefert:

> . 2 9 . n ! .

> (an(t) + en‘w an(t)) sin <2x) = 5sin(3x)

n=1

Einsetzen in die Anfangsbedingung:
u(z,0) =Y a,(0)sin (Zw) =0 = a,(0) =0, Vn € N. (1 Punkt)
n=1

Zusammen: a,(t) + cn’w?a,(t) = 0, a,(0) =0, Vn # 6,

also a,(t) = 0, Vn # 6. . (1 Punkt)

Fiir n = 6 erhalten wir:

ag(t) +9 - 6%(3)%ag(t) =5, ag(0) =0

Zugehorige homogene Differentialgleichung

aen(t) + 8lagy(t) = 0 = ag(t) = k- e 81,

Ansatz fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Aufgabe: ag,(t) = o
Einsetzen in Differentialgleichung : 9 - 62(3)%ag(t) = 5 = agp(t) = 2.
Alternativ: Variation der Konstanten mit dem Ansatz ag,(t) = k(t)e 8.

ag(t) 276_8”-}-% und ag(0) :’}/60-1—8% =0= y= —8%

— | ag(t) = 2(1 — e ™) | (3 Punkte)

u(z,t) = g: a, (t) sin(nwzx) = ag(t) sin(gx) = 851(1 — e %) sin(3x) (1 Punkt)
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Aufgabe 4: [4 Punkte]

Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung mit stetigen Funk-
tionen f :R—-Rundg: R — R

Uy — gy = 0 reR, t>0 ¢>0,

u(z,0) = up(z) = f(z), w(x,0) = vo(x) = g(x) z e R.

Zeigen Sie, dass dieses Anfangswertproblem fiir endliche ¢ € [0, 7] wohlgestellt ist.
Losung:

Durch die Formel von d’Alembert

x+ct

(Fla+ct) + flz—cb)] +210/ o(2)dz .

—ct

1
u(l‘,t) = 5

ist eine eindeutige Losung gegeben. (1 Punkt)

@ sei die Losung zu

Dann gilt
lulz, t) — iz, £)] = B [f(z+ct) + flz—ct)] — ; [Fa+et) + fo—ct)]

to [0~ 4(e) de

2c —ct

<l a) = flot el + lfm —at) = fo et + oollg gl
<IN = Flloo + Tllg = dlloo

Also

lu = dllse < [If = fllo + Tllg = lloc- (3 Punkte)



