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Aufgabe 1: [4 Punkte]

Berechnen Sie die Lösung der folgenden Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut − 4t ux = 5 , x ∈ R, t ∈ R+,

u(x, 0) = cos(x) x ∈ R .

Lösung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
dx
dt

= −4t =⇒ dx = −4tdt =⇒ x = −2t2 + C1 [1 Punkt]
du
dt

= 5 =⇒ du = 5dt =⇒ u = 5t+ C2 . [1 Punkt]

Mit C1 = x+ 2t2 und C2 = u− 5t machen wir den Ansatz

C2 = f(C1)

und erhalten

u− 5t = f(x+ 2t2)

und damit die allgemeine Lösung: u(x, t) = 5t+ f(x+ 2t2).

Die Anfangsbedingung verlangt:

u(x, 0) = 5 · 0 + f(x+ 2 · 02) = f(x) != cos(x) . % [1 Punkt]

Also u(x, t) = 5t + cos(x+ 2t2). [2 Punkte]
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Aufgabe 2: [6= 2+4 Punkte]

Gegeben ist die Differentialgleichung

ut + (f(u))x = 0

mit der Flussfunktion f(u) = (2u+1)2

3 .

a) Ist die Lösung konstant entlang der Charakteristiken?
Sind die Charakteristiken Geraden?
Begründen Sie Ihre Antworten.

b) Bestimmen Sie die Entropielösung der Differentialgleichung zu den Anfangswerten

u(x, 0) =

1 x ≤ 0,
−1 0 < x.

Hinweis: Gefragt ist nur die Lösung für die vorgegebenen Anfangswerte. Sie brauchen
keine Lösungen für allgemeine Anfangswerte anzugeben!

Lösung:

a) Mit den üblichen Bezeichnungen gilt f(u) = (2u+1)2

3 .
Auf den Charakteristischen Kurven gilt
ẋ(t) = f ′(u) = 4(2u+1)

3 und u̇(t) = 0.
u ist also konstant entlang der Charakteristiken und die Steigung der Charakteristiken
hängt nur von u ab. Somit sind die Charakteristiken Geraden mit konstanter Steigung
8u(x(0),0)+4

3 . (2 Punkte)

b) Zu den Daten aus Teil b) würde bei Lösung über die Charakteristiken Methode sofort
(also bereits bei t = 0) eine Mehrdeutigkeit entstehen. Es muss mit ul = 1 und ur = −1
eine Stoßfront s(t) eingeführt werden. [1 Punkt ]

Mit f(ul) = (2+1)2

3 = 3, f(ur) = (−2+1)2

3 = 1
3 (1 Punkt)

erhalten wir

ṡ(t) = f(ul)− f(ur)
ul − ur

=
3− 1

3
1− (−1) = 4

3 [1 Punkt]

und damit

u(x, t) =


ul = 1 x ≤ s(t) = 4t

3

ur = −1 4t
3 < x. [1 Punkt]
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Aufgabe 3: [6 Punkte]

Bestimmen Sie die Lösung der Anfangsrandwertaufgabe

ut − 9uxx = 5 sin(3x) 0 < x < 2π , 0 < t ,

u(x, 0) = 0 0 ≤ x ≤ 2π,
u(0, t) = 0 0 ≤ t,

u(π, t) = 0 0 ≤ t.

Lösung:

Mit L = 2π, ω = π
2π = 1

2 und c = 9 machen wir den Ansatz

u(x, t) =
∞∑
n=1

an(t) sin (nωx).

Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung liefert:
∞∑
n=1

(
ȧn(t) + cn2ω2an(t)

)
sin

(
n

2x
)

!= 5 sin(3x)

Einsetzen in die Anfangsbedingung:

u(x, 0) =
∞∑
n=1

an(0) sin
(
n

2x
)

!= 0 =⇒ an(0) = 0, ∀n ∈ N. (1 Punkt)

Zusammen: ȧn(t) + cn2ω2an(t) = 0, an(0) = 0, ∀n 6= 6,

also an(t) ≡ 0, ∀n 6= 6. . (1 Punkt)

Für n = 6 erhalten wir:

ȧ6(t) + 9 · 62(1
2)2a6(t) = 5, a6(0) = 0

Zugehörige homogene Differentialgleichung

ȧ6h(t) + 81a6h(t) = 0 =⇒ a6h(t) = k · e−81t .

Ansatz für eine partikuläre Lösung der inhomogenen Aufgabe: a6p(t) = α

Einsetzen in Differentialgleichung : 9 · 62(1
2)2a6(t) = 5 =⇒ a6p(t) = 5

81 .

Alternativ: Variation der Konstanten mit dem Ansatz a6p(t) = k(t)e−81t.

a6(t) = γe−81t + 5
81 und a6(0) = γe0 + 5

81 = 0 =⇒ γ = − 5
81

=⇒ a6(t) = 5
81(1− e−81t) (3 Punkte)

u(x, t) =
∞∑
k=1

an(t) sin(nωx) = a6(t) sin(6
2x) = 5

81(1− e−81t) sin(3x) (1 Punkt)
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Aufgabe 4: [4 Punkte]

Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem für die Wellengleichung mit stetigen Funk-
tionen f : R→ R und g : R→ R

utt − c2uxx = 0 x ∈ R, t > 0 c > 0,
u(x, 0) = u0(x) = f(x), ut(x, 0) = v0(x) = g(x) x ∈ R.

Zeigen Sie, dass dieses Anfangswertproblem für endliche t ∈ [0, T ] wohlgestellt ist.

Lösung:

Durch die Formel von d’Alembert

u(x, t) = 1
2 [ f(x+ ct) + f(x− ct) ] + 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(z) dz .

ist eine eindeutige Lösung gegeben. (1 Punkt)

ũ sei die Lösung zu

ũtt − c2ũxx = 0 x ∈ R, t > 0 c > 0,
ũ(x, 0) = ũ0(x) = f̃(x), ũt(x, 0) = ṽ0(x) = g̃(x) x ∈ R.

Dann gilt

|u(x, t)− ũ(x, t)| =
∣∣∣∣12 [ f(x+ ct) + f(x− ct) ] − 1

2
[
f̃(x+ ct) + f̃(x− ct)

]
+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(z)− g̃(z) dz

∣∣∣∣
≤ 1

2 |f(x+ ct) − f̃(x+ ct)| + 1
2 |f(x− ct) − f̃(x− ct)| + 2ct

2c ‖g − g̃‖∞

≤‖f − f̃‖∞ + T‖g − g̃‖∞

Also

‖u− ũ‖∞ ≤ ‖f − f̃‖∞ + T‖g − g̃‖∞. (3 Punkte)


