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Aufgabe 1: [7 Punkte]

Gegeben ist die folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(x,t):

u + u-uy = 0, rcR, tc Rt
% xz <0,
u(z,0) = ¢0 0<z <1,
-2 1<z

a) Berechnen Sie eine schwache Lésung fiir ¢ € [0,7] mit einem hinreichend
kleinem ¢.

b) Bis zu welchem t* kann die Losung aus a) maximal fortgesetzt werden?

¢) Geben Sie eine schwache Losung fiir ¢ > t* an.
Losung:

a) An den zwei Sprungstellen der Anfangsdaten fiihren wir zwei Stofiwellen ein.
Die Sprungbedingung verlangt:

1
=+0 0—2
2 =1 und S9(t) = —— = —1.

() —
s1(¢) 2 z 2
Wir erhalten die StoBfronten

si(t) = ¢ und so(t) = 1 — .

Fiir hinreichend kleine ¢ ist

T oz < i,
u(r,t) = 0  t <z <1-t, (3 Punkte)
-2 1-t<uw.

eine schwache Losung.
b) Fiir t* mit
r=1-t" <= 2t=1t"=1 (1 Punkt)
treffen die StoBfronten aufeinander und die Losung aus a) wird mehrdeutig.

¢) Fiit t* = £ gilt s1(¢) = s2(t) = £ und

4 1 <1
u(z, =) =42 =5
Wir fiigen die neue Stofifront
1 4 1 12 4
=c 4 &t—o)=-+ 2 "(t—-
s3(t) 5 + $3( 5) 5 + 5 ( 5)
ein und erhalten fiir ¢ > 3
3 r<i-fE-§) =3 it
u(z,t) =
-2 x> % — %t (3 Punkte)
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Aufgabe 2) [3 Punkte]

Gegeben ist die folgende Differentialgleichung fiir u(x,y):
Upy + OUyy + (T — ) uyy + 2 u, + bu = 6.

Geben Sie die Ordnung der Differentialgleichung an und bestimmen Sie den Typ der Diffe-
rentialgleichung.

Losung:
Die Differentialgleichung hat die Ordnung zwei. (1 Punkt)
Wegen (x —y) —32=0 < y=x — 9 gilt

elliptisch y<zx—29,
Die Differentialgleichung ist ¢ parabolisch y =z — 9, (2 Punkte)
hyperbolisch y > x — 9.
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Aufgabe 3: [7 Punkte]

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Up — DUy, = % sin(7t) fir z € (0,4),t > 0,
u(z,0) = 2sin(rz) + 3sin(27x) fur = € [0,4],
u(0,t) =0, wu(4,t) = 1— cos(nt) fir t > 0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

Vy — Uy = 0 fir x € (0,4),t > 0,
v(x,0) = 2sin(rz) + 3sin(27x) fir x € [0, 4],
v(0,t) =0, wv(4,t)=0 fir ¢t > 0.

¢) Geben Sie die Losung fiir die Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.
Losung:

a) Homogenisierung:

v(x,t) =u(x,t) — 0 — Z(l —cos(mt) — 0) = u(x,t) — 1 (1 — cos(mt))

oder
u(z,t) = vz, t) + %(1 — cos(mt)). [1 Punkt]
Dann gilt:

T .
Uy = Uy + Ve sin(mt), Vpp = Uga

. . T 3

Neue DGL: vt sin(mt) — 5vy, = T sin(wt) <=
| v — 5Ug = 0 | [1 Punkt]
Anfangswerte:

T

v(x,0) = u(x,0) 4(1 — cos(0))

= 2sin(mx) + 3sin(27z) — 0 <=

v(z,0) = 2sin(wz) + 3sin(2nx)

Randwerte : v(0,t) = v(4,t) =0 [1 Punkt]
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b) Mit w = 7 und ¢ = 5 gilt:

oo oo 27r2 k
v(z,t) = Z ape” " F sin(kwz) = Z ape” "1t Sin(zﬂx) (1 Punkt)
k=1 k=1

Einsetzen der Anfangswerte ergibt:

v(z,0) = Y02, apsin(*Za) = 2sin(mz) + 3sin(27w)

= a1 =2,a5=3,a,=0 VEk ¢ {4,8}.

_542x2, 8272

4 : 8
v(x,t) = 2e 16 sm(zﬁx) +3e 7Tt sin(zﬂx) [2 Punkte]

c¢) Fiir die Losung von a) erhalten wir somit
x

u(z,t) = v(x,t) + 1

(1 — cos(mt))

— 2¢7 5 sin(rz) + 3¢ 207" sin(27rz) + %(1 — cos(7t)). [1Punkt|
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Aufgabe 4: [14-2 Punkte]

Gesucht sei eine Losung des folgenden Problems

Upy + Uy =0 in R?
u=f auf R x {y=0}
u, =g auf Rx {y =0}
a) Wann heifit das obige Problem wohlgestellt (korrekt oder sachgemé&f gestellt)?

b) Zeigen Sie mit Hilfe folgenden Ansatzes, dass dieses Problem nicht wohlgestellt ist.
Wiéhlen Sie

1
fn=0, g,=—sin(nx)
n
Hinweis: Die Losung zu Anfangswerten f,, und g, lautet
un(z,y) = 25 sin(nz) sinh(ny).

Losung:

a) Es miissen folgende Eigenschaften erfiillt sein:

(i) Existenz einer Losung,
(ii) FEindeutigkeit der Losung,
(iii) Stetige Abhéngigkeit von den Daten, d.h. fiir ¢1,¢cy € R

[ = un|l < cillf = full + c2llg — gall-

b) e Falls f=¢g=0,s0ist u=0.
e Falls f, = 0 und g, = +sin(nz), so gilt
lim f, = lim g, = 0.
n— oo n—oo

Andererseits ist aber
lm ||ty |0 = 00.
n—oo

Dies widerspricht der Forderung nach der stetigen Abhangigkeit von den Daten,

[u = tplloo =00 > 0= ||f = fulloo + 1|9 — gnlloo-



