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Aufgabe 1: [7 Punkte]

Gegeben ist die folgenden Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut + u · ux = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) =


1
2

x ≤ 0,

0 0 < x ≤ 1,

−2 1 < x .

a) Berechnen Sie eine schwache Lösung für t ∈ [0, t̃ ] mit einem hinreichend
kleinem t̃.

b) Bis zu welchem t∗ kann die Lösung aus a) maximal fortgesetzt werden?

c) Geben Sie eine schwache Lösung für t > t∗ an.

Lösung:

a) An den zwei Sprungstellen der Anfangsdaten führen wir zwei Stoßwellen ein.

Die Sprungbedingung verlangt:

ṡ1(t) =
1
2

+ 0

2
= 1

4
und ṡ2(t) =

0− 2

2
= −1 .

Wir erhalten die Stoßfronten

s1(t) = 1
4
t und s2(t) = 1− t .

Für hinreichend kleine t ist

u(x, t) =


1
2

x ≤ 1
4
t,

0 1
4
t < x ≤ 1− t, (3 Punkte)

−2 1− t < x .

eine schwache Lösung.

b) Für t∗ mit
1
4
t∗ = 1− t∗ ⇐⇒ 5

4
t∗ = 1 ⇐⇒ t∗ = 4

5
(1 Punkt)

treffen die Stoßfronten aufeinander und die Lösung aus a) wird mehrdeutig.

c) Füt t∗ = 4
5

gilt s1(t) = s2(t) = 1
5

und

u(x,
4

5
) =

{
1
2

x ≤ 1
5
,

−2 x > 1
5
.

Wir fügen die neue Stoßfront

s3(t) =
1

5
+ ṡ3(t−

4

5
) =

1

5
+

1
2
− 2

2
(t− 4

5
)

ein und erhalten für t > 4
5

u(x, t) =


1
2

x ≤ 1
5
− 3

4
(t− 4

5
) = 4

5
− 3

4
t.

−2 x > 4
5
− 3

4
t. (3 Punkte)
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Aufgabe 2) [3 Punkte]

Gegeben ist die folgende Differentialgleichung für u(x, y):

uxx + 6uxy + (x− y)uyy + x3 ux + 5u = 6.

Geben Sie die Ordnung der Differentialgleichung an und bestimmen Sie den Typ der Diffe-
rentialgleichung.

Lösung:

Die Differentialgleichung hat die Ordnung zwei. (1 Punkt)

Wegen (x− y)− 32 = 0 ⇐⇒ y = x− 9 gilt

Die Differentialgleichung ist


elliptisch y < x− 9,

parabolisch y = x− 9, (2 Punkte)

hyperbolisch y > x− 9.
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Aufgabe 3: [7 Punkte]

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

ut − 5uxx =
πx

4
sin(πt) für x ∈ (0, 4), t > 0,

u(x, 0) = 2 sin(πx) + 3 sin(2πx) für x ∈ [0, 4],

u(0, t) = 0, u(4, t) = 1− cos(πt) für t > 0.

Überführen Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

b) Lösen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

vt − 5vxx = 0 für x ∈ (0, 4), t > 0,

v(x, 0) = 2 sin(πx) + 3 sin(2πx) für x ∈ [0, 4],

v(0, t) = 0, v(4, t) = 0 für t > 0.

c) Geben Sie die Lösung für die Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.

Lösung:

a) Homogenisierung:

v(x, t) = u(x, t)− 0− x

4
(1− cos(πt)− 0) = u(x, t)− x

4
(1− cos(πt))

oder

u(x, t) = v(x, t) +
x

4
(1− cos(πt)) . [1 Punkt]

Dann gilt:

ut = vt +
πx

4
sin(πt), vxx = uxx

Neue DGL: vt +
πx

4
sin(πt)− 5vxx = πx

4
sin(πt)⇐⇒

vt − 5vxx = 0 [1 Punkt]

Anfangswerte:

v(x, 0) = u(x, 0)− x

4
(1− cos(0))

= 2 sin(πx) + 3 sin(2πx)− 0⇐⇒

v(x, 0) = 2 sin(πx) + 3 sin(2πx)

Randwerte : v(0, t) = v(4, t) = 0 [1 Punkt]
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b) Mit ω = π
4

und c = 5 gilt:

v(x, t) =
∞∑
k=1

ake
−cω2k2t sin(kωx) =

∞∑
k=1

ake
− 5k2π2

16
t sin(

kπ

4
x) (1 Punkt)

Einsetzen der Anfangswerte ergibt:

v(x, 0) =
∑∞

k=1 ak sin(kπ
4
x)

!
= 2 sin(πx) + 3 sin(2πx)

=⇒ a4 = 2, a8 = 3, ak = 0 ∀k /∈ {4, 8}.

v(x, t) = 2 e−
5·42π2

16
t sin(

4π

4
x) + 3 e−

5·82π2
16

t sin(
8π

4
x) [2 Punkte]

c) Für die Lösung von a) erhalten wir somit

u(x, t) = v(x, t) +
x

4
(1− cos(πt))

= 2 e−5π
2t sin(πx) + 3 e−20π

2t sin(2πx) +
x

4
(1− cos(πt)). [1Punkt]
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Aufgabe 4: [1+2 Punkte]

Gesucht sei eine Lösung des folgenden Problems
uxx + uyy = 0 in R2

u = f auf R× {y = 0}
uy = g auf R× {y = 0}

a) Wann heißt das obige Problem wohlgestellt (korrekt oder sachgemäß gestellt)?

b) Zeigen Sie mit Hilfe folgenden Ansatzes, dass dieses Problem nicht wohlgestellt ist.
Wählen Sie

f ≡ 0, g ≡ 0

fn ≡ 0, gn =
1

n
sin(nx)

Hinweis: Die Lösung zu Anfangswerten fn und gn lautet
un(x, y) = 1

n2 sin(nx) sinh(ny).

Lösung:

a) Es müssen folgende Eigenschaften erfüllt sein:

(i) Existenz einer Lösung,

(ii) Eindeutigkeit der Lösung,

(iii) Stetige Abhängigkeit von den Daten, d.h. für c1, c2 ∈ R

‖u− un‖ ≤ c1‖f − fn‖+ c2‖g − gn‖.

b) • Falls f ≡ g ≡ 0, so ist u ≡ 0.

• Falls fn ≡ 0 und gn = 1
n

sin(nx), so gilt

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

gn = 0.

Andererseits ist aber
lim
n→∞

‖un‖∞ =∞.

Dies widerspricht der Forderung nach der stetigen Abhängigkeit von den Daten,

‖u− un‖∞ =∞ ≥ 0 = ‖f − fn‖∞ + ‖g − gn‖∞.


