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Blatt 6, Priasenzaufgaben

Aufgabe 1:

a) Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangsrandwertaufgabe:

Ut — Upy =0 xE(O,g),t>O,
T xr e 0,3,
u(z,0) = { 0,4]
% -z S [%a %]a
ui(z,0) = 2sin(4x) z €0, g],
T
u(0,t) = u(§,t) =0 t>0.
b) Gegeben ist die Anfangsrandwertaufgabe
Uy — Ay, — et (1—%) ze(0,3),1>0,
u(z,0) = 14 2sin(mx) x € [0,3],
ui(w,0) = % z€0,3], (1)
u(0,t) = e”* t >0,
u(3,t) = 1 t>0.

fir u = wu(z,t). Welche Anfangsrandwertaufgabe erhélt man nach geeigneter Homo-
genisierung der Randdaten?

Losung 1:

a) Hier gilt mit L = 7, w:%:%ﬂzl c=1

u(x, t) = > 77 [Ag cos(ckwt) + By sin((ckwt)] sin(kwz) ,

k
wobei Ay und CTWBk die Fourierkoeffizienten der Funktionen wu(z,0) bzw 2sin(4x)
bei Entwicklung nach den Funktionen sin(2kz) sind.

Die zweite Anfangsbedingung liefert

w(z,0) = Z By, - (ckw) sin(kwx) = 2sin(4x)

k=1
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Es gilt w =2, ¢=1 Man lies

2
By = 1 und B, =0 sonst.
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Damit erhalt man

u(z, t) =

/OL u(z,0) - sin (2kx) dx

2k /s
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t unmittelbar ab:
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cos(2kx)dx

cos(ckwt) sin(kwx)

cos(ckwt) sin(kwz)

' xsin(2kz)dx + —

cos(2kx)dx — % [cos(2kz)]

2 .
= WSIH

Uy — AUy, = €7¢

u(z,0) = 1+ 2sin(nz)

T
u(x,0) = 3
uw(0,t) = et
u(3,t) =1

LT
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(= — x)sin(2kx)dx
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+ By sin(2cwt) sin(2cwz)

1
+ 3 sin(4t) sin(4x)

Homogenisierung der Randdaten gemifl v = v — e~ — §<1 — e ") liefert
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u =y —e (1 — %), Uy = vy + €711 — §>’ Vpg = Ugsp-
Neue DGL:

x x
vy +e (1 — 5) —4vg, = e (1 — 5) > vy — 44U, = 0.
Neue Anfangs- und Randwerte:

v(z,0) = u(x,0) — e’ — %(1 —€%) = 1+ 2sin(rx) — 1 = 2sin(rz),

ve(z,0) = uy(z,0) + e — % ¥ =1,
v(0,t) = v(3,t) = 0.
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Aufgabe 2:
Gegeben ist das folgende Dirichletproblem

Au = 0, x,y €10,7[,
u(z,0) = 1— % + sin(2x), xz € [0,7],
u(z,m) = 0, z € (0,7,
u(0,y) = 1 —%JrsinS(y), y € [0,7],
u(my) = 0, y € [0, 7]

Schreiben Sie das Problem so um, dass Sie jeweils zwei Randwertaufgaben 16sen miissen, bei
denen die gesuchte Losung nur auf einer Kante des Rechtecks nicht identisch verschwindet.

Hinweis: Fiihren Sie eine bilineare Funktion ug(x,y) := a+bx+cy+dzxy ein, die die Rand-
werte in den Ecken (0,0), (0,7), (m,7), (7,0) interpoliert, und schreiben Sie das Problem
um in ein Problem fir v(z,y) = u(z,y) — ug(x,y).

Fiir den Fall, dass Sie die neuen Aufgaben lésen wollen: Es gilt sin(3y) = 3sin(y)—4sin®(y).
Losung 2:

Wir folgen dem Hinweis und berechnen zunéchst eine bilineare Funktion ug(z,y) := a +
bx 4 cy+dxy , die die Randwerte in den Ecken (0,0), (0,7), (7, 7) und (m,0) interpoliert.
Dabei erhalten wir

1 1
up(,y) =1 - —(z+y) + —Zzy.
Die Transformation v(x,y) = u(z,y) — ug(x,y) fithrt uns zu dem System
Av =0 auf (0,7) x (0,7),
v(z,0) = u(z,0) —ug(z,0) =1— 4 sin(2z) — (1 — f) = sin(2z),
T

™

o(z,7) = u(w, ) — wp(z, ) = 0 — (1 ~a4m+ %(m) 0,

v(0,9) = u(0,y) —up(0,y) =1 - % + sin®(y) — (1 — %) = sin’(y),

v(m,y) = u(m,y) —up(m,y) =0 — <1 - %(W +y)+ %(ﬂy)) =0.

Da die Randdaten nur auf zwei Seiten des Rechtecks verschwinden, betrachten wie die fol-
genden zwei Teilprobleme auf (0,7) x (0,7):

Av; =0 mit v(z,0) =sin(2z), v(z,7) =0, v(0,y) =0, und v(7,y) =0
sowie

Av, =0 mit v(z,0) =0, v(z,7) =0, v(0,y) = sin*(y), und v(7,y) = 0.
Die Losung des Ausgangsproblems ergibt sich dann aus der Gleichung

u(m,y) = UE(:E7y) + Ul(xay) + UQ(x>y)'
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Nur als Info fiir die Gruppenleitung: Die Losung erhélt man dann wie folgt:

Ein Produktansatz der Form v (x,y) = X(x)Y (y) fithrt auf die gewthnlichen Differential-
gleichungen

X' = AX, Y"=-\Y

v1(0,y) = X(0)Y (y) = 0 = X(0) =0,
ni(my) = X (1Y (y) = 0 = X(x) =0,
vi(z,m) = X(2)Y(r) =0=Y(7) =0.

Aufgrund der beiden Nullrandwerte fiir X 16sen wir zundchst die Randwertaufgabe X" =
AX, X(0) =0, X(m)=0. Dabei erhalten wir nur fiir negative A nichttriviale Losungen

X(z) = Ay cos(v/—Ax) 4+ Bysin(v/—\z)
X0)=0=4,=0, X(7)=0= )\, = —Fk*
Xi(x) =sin(kzx), k € N

Mit diesen \-Werten wird die DGL fiir Y gelost.

Y" = kY = Yi(y) = Are ™ + Bpet
Yvk(ﬂ') =0= Ak;e_]wr + Bkelm =0= A, = —e%“Bk
= Yi(y) = By (" — ")

Mit Hilfe des Superpositionsprinzips erhalten wir die Funktion v;(z,y) als Linearkombina-
tion der Funktionen Xy (z)Yy(z), k € N:

vi(x,y) = Z cr (€% — e M) sin(kz).

k=1

o0

Die Koeffizienten c¢; erhalten wir nun aus der der noch nicht verwendeten Randbedingung
v1(z,0) = sin(2z) . Es gilt:

v1(z,0) = Z ¢ (1 — e*7) sin(kz) = sin(2x)

= (1-e")=1, ¢, =0k #2

Also insgesamt:
eZy _ e471’672y
1 —edn
Das zweite Teilproblem behandeln wir analog mit einem Produktansatz vy(z,y) = X (2)Y (y)
und erhalten fiir X (z) und Y (y) die Losungen

vi(z,y) = sin(2x).

Yk(y) = Sin(l{:y)a k€ N7
Xi(z) = By, (e — e ™), k€N,

sowie durch Superposition

vo(z,y) = Z Ch (ek“” — ezk”e’kx) sin(ky).

k=1

o
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Mit Hilfe der Randbedingung v5(0,y) = sin®(y) = 2 sin(y) — 1 sin(3y) erhalten wir wie oben
die ¢ durch Koeffizientenvergleich:

P 3

S . L
2(0,y) = ch ™) sin(ky) = 2 sin(y) — 2 sin(3y)
k=1

— (1—62”) = 2, 3 (1—66”) = —i, a.=0k#1,3
Also insgesamt:

3(6 —627re x e31_667re 3z

v2(2,y) =~y sin(y) — = sin(3y)-

Die Losung des Ausgangsproblems ergibt sich schliellich aus der Beziehung:

UJ(J;?y) = UE(JI,y) + Ul(x7y> + UZ(xvy)'

Bearbeitungstermine: 29.06.-02.07.21



