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Aufgabe 1:

a) Berechnen Sie die Lösung der folgenden Anfangsrandwertaufgabe:

utt − uxx = 0 x ∈ (0,
π

2
), t > 0,

u(x, 0) =

{
x x ∈ [0, π

4
],

π
2
− x x ∈ [π

4
, π
2
],

ut(x, 0) = 2 sin(4x) x ∈ [0,
π

2
],

u(0, t) = u(
π

2
, t) = 0 t > 0.

b) Gegeben ist die Anfangsrandwertaufgabe

utt − 4uxx = e−t
(

1− x

3

)
x ∈ (0, 3), t > 0,

u(x, 0) = 1 + 2 sin(πx) x ∈ [0, 3],

ut(x, 0) =
x

3
x ∈ [0, 3], (1)

u(0, t) = e−t t > 0,

u(3, t) = 1 t > 0.

für u = u(x, t) . Welche Anfangsrandwertaufgabe erhält man nach geeigneter Homo-
genisierung der Randdaten?

Lösung 1:

a) Hier gilt mit L = π
2
, ω = π

L
= π

π/2
= 2, c = 1

u(x, t) =
∑∞

k=1 [Ak cos(ckωt) +Bk sin((ckωt)] sin(kωx) ,

wobei Ak und
ckπ

L
Bk die Fourierkoeffizienten der Funktionen u(x, 0) bzw 2 sin(4x)

bei Entwicklung nach den Funktionen sin(2kx) sind.

Die zweite Anfangsbedingung liefert

ut(x, 0) =
∞∑
k=1

Bk · (ckω) sin(kωx) = 2 sin(4x)
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Es gilt ω = 2, c = 1 Man liest unmittelbar ab:

B2 =
2

4
und Bk = 0 sonst.

Ak =
2

L

∫ L

0

u(x, 0) · sin (2kx) dx =
4

π

∫ π
4

0

x sin(2kx)dx +
4

π

∫ π
2

π
4

(
π

2
− x) sin(2kx)dx

= − 4

2kπ

[
x cos(2kx)

]π
4

0
+

4

2kπ

∫ π
4

0

cos(2kx)dx − 2

2k

[
cos(2kx)

]π
2
π
4

+
4

2kπ

[
x cos(2kx)

]π
2
π
4

− 4

2kπ

∫ π
2

π
4

cos(2kx)dx =
2

k2π
sin

(
kπ

2

)
Damit erhält man

u(x, t) =

[
∞∑
k=1

2

k2π
sin

(
kπ

2

)
cos(ckωt) sin(kωx)

]
+ B2 sin(2cωt) sin(2cωx)

=

[
∞∑
k=1

2

k2π
sin

(
kπ

2

)
cos(ckωt) sin(kωx)

]
+

1

2
sin(4t) sin(4x)

=
1

2
sin(4t) sin(4x) +

∞∑
k=1

2

k2π
sin

(
kπ

2

)
cos(2kt) sin(2kx)·
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b)

utt − 4uxx = e−t
(

1− x

3

)
x ∈ (0, 3), t > 0,

u(x, 0) = 1 + 2 sin(πx) x ∈ [0, 3],

ut(x, 0) =
x

3
x ∈ (0, 3), (1)

u(0, t) = e−t t ≥ 0,

u(3, t) = 1 t ≥ 0.

Homogenisierung der Randdaten gemäß v = u− e−t − x

3
(1− e−t) liefert
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ut = vt − e−t(1−
x

3
), utt = vtt + e−t(1− x

3
), vxx = uxx.

Neue DGL:

vtt + e−t(1− x

3
)− 4vxx = e−t(1− x

3
) ⇐⇒ vtt − 4vxx = 0 .

Neue Anfangs- und Randwerte:

v(x, 0) = u(x, 0)− e0 − x

3
(1− e0) = 1 + 2 sin(πx)− 1 = 2 sin(πx),

vt(x, 0) = ut(x, 0) + e0 − x

3
· e0 = 1,

v(0, t) = v(3, t) = 0 .
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Aufgabe 2:

Gegeben ist das folgende Dirichletproblem

∆u = 0, x, y ∈ ]0, π[ ,

u(x, 0) = 1− x

π
+ sin(2x), x ∈ [0, π] ,

u(x, π) = 0, x ∈ [0, π] ,

u(0, y) = 1− y

π
+ sin3(y), y ∈ [0, π] ,

u(π, y) = 0, y ∈ [0, π] .

Schreiben Sie das Problem so um, dass Sie jeweils zwei Randwertaufgaben lösen müssen, bei
denen die gesuchte Lösung nur auf einer Kante des Rechtecks nicht identisch verschwindet.

Hinweis: Führen Sie eine bilineare Funktion uE(x, y) := a+bx+cy+dxy ein, die die Rand-
werte in den Ecken (0, 0), (0, π), (π, π), (π, 0) interpoliert, und schreiben Sie das Problem
um in ein Problem für v(x, y) = u(x, y)− uE(x, y) .

Für den Fall, dass Sie die neuen Aufgaben lösen wollen: Es gilt sin(3y) = 3 sin(y)−4 sin3(y) .

Lösung 2:

Wir folgen dem Hinweis und berechnen zunächst eine bilineare Funktion uE(x, y) := a +
bx+ cy+dxy , die die Randwerte in den Ecken (0, 0) , (0, π) , (π, π) und (π, 0) interpoliert.
Dabei erhalten wir

uE(x, y) = 1− 1

π
(x+ y) +

1

π2
xy.

Die Transformation v(x, y) = u(x, y)− uE(x, y) führt uns zu dem System

∆v = 0 auf (0, π)× (0, π),

v(x, 0) = u(x, 0)− uE(x, 0) = 1− x

π
+ sin(2x)−

(
1− x

π

)
= sin(2x),

v(x, π) = u(x, π)− uE(x, π) = 0−
(

1− 1

π
(x+ π) +

1

π2
(xπ)

)
= 0,

v(0, y) = u(0, y)− uE(0, y) = 1− y

π
+ sin3(y)−

(
1− y

π

)
= sin3(y),

v(π, y) = u(π, y)− uE(π, y) = 0−
(

1− 1

π
(π + y) +

1

π2
(πy)

)
= 0.

Da die Randdaten nur auf zwei Seiten des Rechtecks verschwinden, betrachten wie die fol-
genden zwei Teilprobleme auf (0, π)× (0, π) :

∆v1 = 0 mit v(x, 0) = sin(2x), v(x, π) = 0, v(0, y) = 0, und v(π, y) = 0

sowie

∆v2 = 0 mit v(x, 0) = 0, v(x, π) = 0, v(0, y) = sin3(y), und v(π, y) = 0.

Die Lösung des Ausgangsproblems ergibt sich dann aus der Gleichung

u(x, y) = uE(x, y) + v1(x, y) + v2(x, y).
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Nur als Info für die Gruppenleitung: Die Lösung erhält man dann wie folgt:

Ein Produktansatz der Form v1(x, y) = X(x)Y (y) führt auf die gewöhnlichen Differential-
gleichungen

X ′′ = λX, Y ′′ = −λY
v1(0, y) = X(0)Y (y) = 0 =⇒ X(0) = 0,

v1(π, y) = X(π)Y (y) = 0 =⇒ X(π) = 0,

v1(x, π) = X(x)Y (π) = 0 =⇒ Y (π) = 0.

Aufgrund der beiden Nullrandwerte für X lösen wir zunächst die Randwertaufgabe X ′′ =
λX , X(0) = 0 , X(π) = 0 . Dabei erhalten wir nur für negative λ nichttriviale Lösungen

X(x) = Aλ cos(
√
−λx) +Bλ sin(

√
−λx)

X(0) = 0 =⇒ Aλ = 0, X(π) = 0 =⇒ λk = −k2

Xk(x) = sin(kx), k ∈ N

Mit diesen λ -Werten wird die DGL für Y gelöst.

Y ′′ = k2Y =⇒ Yk(y) = Ake
−ky +Bke

ky

Yk(π) = 0 =⇒ Ake
−kπ +Bke

kπ = 0 =⇒ Ak = −e2kπBk

=⇒ Yk(y) = Bk

(
eky − e2kπe−ky

)
Mit Hilfe des Superpositionsprinzips erhalten wir die Funktion v1(x, y) als Linearkombina-
tion der Funktionen Xk(x)Yk(x) , k ∈ N :

v1(x, y) =
∞∑
k=1

ck
(
eky − e2kπe−ky

)
sin(kx).

Die Koeffizienten ck erhalten wir nun aus der der noch nicht verwendeten Randbedingung
v1(x, 0) = sin(2x) . Es gilt:

v1(x, 0) =
∞∑
k=1

ck
(
1− e2kπ

)
sin(kx)

!
= sin(2x)

=⇒ c2
(
1− e4π

)
= 1, ck = 0, k 6= 2

Also insgesamt:

v1(x, y) =
e2y − e4πe−2y

1− e4π
sin(2x).

Das zweite Teilproblem behandeln wir analog mit einem Produktansatz v2(x, y) = X(x)Y (y)
und erhalten für X(x) und Y (y) die Lösungen

Yk(y) = sin(ky), k ∈ N,
Xk(x) = Bk

(
ekx − e2kπe−kx

)
, k ∈ N,

sowie durch Superposition

v2(x, y) =
∞∑
k=1

ck
(
ekx − e2kπe−kx

)
sin(ky).
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Mit Hilfe der Randbedingung v2(0, y) = sin3(y) = 3
4

sin(y)− 1
4

sin(3y) erhalten wir wie oben
die ck durch Koeffizientenvergleich:

v2(0, y) =
∞∑
k=1

ck
(
1− e2kπ

)
sin(ky)

!
=

3

4
sin(y)− 1

4
sin(3y)

=⇒ c1
(
1− e2π

)
=

3

4
, c3

(
1− e6π

)
= −1

4
, ck = 0, k 6= 1, 3

Also insgesamt:

v2(x, y) =
3(ex−e2πe−x)

4(1−e2π) sin(y)− e3x−e6πe−3x

4(1−e6π) sin(3y).

Die Lösung des Ausgangsproblems ergibt sich schließlich aus der Beziehung:

u(x, y) = uE(x, y) + v1(x, y) + v2(x, y).

Bearbeitungstermine: 29.06.-02.07.21


