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Losungen zu Blatt 6 Hausaufgaben

Aufgabe 1:
Die Funktion

1 t x—c(T—t)
u(z,t) = — / / h(w, T) dwdT
2c 0 Jate(r—t)

16st die inhomogene Anfangswertaufgabe

Uy — Clige = h(z,t) (z,0) = w(z,0) = 0.

Berechnen Sie eine Losung der Anfangswertaufgabe

Uy — gy = —4a, reR, t>0
u(z,0) = 1, r € R,
u(x,0) = cos(x), reR

und bestatigen Sie die Losung durch Einsetzen in die Anfangswertaufgabe.

Hinweis: Man bestimmt eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit
homogenen Anfangswerten, 16st die homogene Differentialgleichung mit den inhomogenen
Anfangswerten und verwendet das Superpositionsprinzip.

Losung 1:

Losung der homogenen Differentialgleichung mit den inhomogenen Anfangswerten nach
d’Alembert

1 z+ct 1 1
u(z,t) = 5 (1+1)+2— / cos(n)dn = H_Z_l (sin(x+2t)—sin(z—2t)) = 1+§ cos(x) sin(2t)
C Jo—ct

Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit homogenen Anfangswerten

1 t z—c(T—t) 4 t

u(zr,t) = — / / —Adwdwdr = — / [($—2(T—t))2 — (:17—|—2(T—t))2] dr
2c 0 Jate(r—t) 8 0
1 t

— —/ 8x(r —t)dr = —2xt?.
2 Jo

Die Losung des urspriinglichen Problems setzt sich aus den beiden Teillosungen zusammen:

1
u(z,t) = 1+ 5 cos(x) sin(2t) — 2zt
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Probe:

uw(z,0) =1, uy(x, t) = cos(x) cos(2t) — dat = w(x,0) = cos(x).
1 .
Upy = 0 — 5 cos(x) sin(2t) + 0

uy = —2cos(x)sin(2t) — 4x .

Ut — 4uxm = —4x.
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Aufgabe 2

Bestimmen Sie mit Hilfe eines Produktansatzes bzw. mit Hilfe der Fourier—Methode die
Losung der folgenden Anfangsrandwertaufgabe.

Uy = 25Uy 0<z<2, teRT,
u(x,O)zl—Sin(%) 0<z< 2,
Ut(%o):g 0<z<2,
w(0,t) = 1, t>0,
w(@,t) = t, t>0.

Hinweis : Sie konnen eine der beiden folgenden Formeln verwenden:

sin(az) sin(bz) — % (cos((a — b)) — cos((a + b))
(1 - Z—2> / sin(az) sin(bx) dz = % cos(azx) sin(bzr) — %sin(a:v) cos(bx)
Losung 2:

Schritt 1) Homogenisierung der Randwerte: Mit L =2, f(t) =1 und g¢(t) =t erhélt
man

T x
ol 1) = ula, 1) = F(6) — 5 (o(8)  F(0) = ular, )~ 1 2t~ 1)
Schritt 2) Neue Aufgabe:
Utt:25v1‘x O<$<27t€R+,
T r T T
) = = g - <zx<
v(x,0)=1- (4) 1+2 5 s1n(4) 0<z< 2,
r T
0 ———==0 0<r<?2
vl 0) = 3 2 =v=9
0(0,8) = 1—1=0, t>0,
v(2,t)=t—1—(t—1) =0, t>0.

Schritt 3) Losung der homogenen Aufgabe:

v(x,t) = Z [A;C cos(CkT7r t) + By sin(Cle7T t)} sin(kf7r )
k=1
Wegen v(z,0) =0 gilt B,=0 |

2 [t .k 2 a0 . amy . km
Ak_—/o v(oz,O)sm(foz)da—/O (5—8111(?))8111(7(1)6&1

L
2 k —2 kr 170 72 k
/o %sm(% a)da = [% T (:05(77T a)]o /0 %COS< ;a)
2 & kr 1° 2 ftl
e+ [ sin( )| =
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Nach dem 2. Hinweis gilt mit a = 7/4 und b= k7 /2:

2

2 k b? 1
/0 sin(%) sin(g a)da = ] {% cos(a «) sin(bar) — 3 sin(aq) cos(ba)} )
k272 T 2
= 1 T . km 1 o7 km
= =7 = | @z cos(+ a)sin(—-a) — —sin(—a) cos(—a)]
k4 16 [kz; 4 2 2 4 2 0
4k* 2 .
=21 {—E sin(7/2) cos(lm)]

42 2
— (-1 k+1
4k2 — 1 k?T( )

Wer mit dem ersten Hinweis arbeitet, erhélt nach Integration das gleiche Ergebnis.

2 kAR 2 yert] 2w L
Av= D = e |1 = Y
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Aufgabe 3:

a) Zeigen Sie, dass die Fourier—Koeffizienten der ungerade und 2—periodisch fortgesetzten
Funktion g(y) =y*—y, 0 <y <1, gegeben sind durch

0 fiir k gerade,
ap =0, B = 8
(km)?

fiir k ungerade.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe eines geeigneten Produktansatzes und unter Verwendung von
a) die Losung der Randwertaufgabe

Au(z,y) =0 x € (0,1), y € (0,1),
u(z,0) =0 z € (0,1},

u(z,1) =0 z € [0,1],

u(0,y) = g(y) =y* —y y€[0,1],

u(l,y) =0 y € 1[0,1]

Losung 3:

a) Es gilt ay = 0, da die Funktion ungerade ist. Fiir die 55 erhélt man

Br = 2/0 (y* — y) sin(kry)dy = 2 [(y2 — ) COZETkWy)] + 2/0 2y — 1) COSI(JWZ/) dy

™

2 sin(kry) " 4 /1 sin(kry)

_ 2 g, _pysintkmy) " 4 [ sin(kmy) ,
km {< y=1) km L kT Jo . Yy

_ 4 {cos(knry)] b 0 . fiir k gerade
(k7)2 kmw 0 N - (kjﬂ')?’ fiir k ungerade

b) Der Produktansatz u(z,y) = v(z)w(y) fihrt zu v"(x)w(y) + v(x)w”(y) = 0. Oder

" "

LA Y
v w
Die Randwerte u(x,0) und u(x,1) =0 liefern w(0) = w(1) = 0. Die Losungen der
Eigenwertaufgabe
w”" = - w, w(0) =w(l) =0
lauten
wi(y) = cpsin(kmy),  wobei A\, = k*x”.
,U//

Die zweite Dgl. — = k?7? hat die Losungen

v
vp(x) = aRe’™ + bre kT
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Damit folgt u(x,y) = Zsin(/my) (dkek” + Bke—km> .
k=1

Aus der noch nicht verwendeten homogenen Randbedingung «(1,y) = v(1)w(y) =0
folgt
dkek” + Ekeikﬂ- =0 <<= Bk = _dean

und damit

oo
2 ksm k’/Ty krrx - 62k7r e—kﬂ'x) .
k=1

Die letzte Randbedingung lautet:

o0

u(0,y) = de sin(kmy) (1 — ™) = > —y .

k=1
Mit den Fourierkoeffizienten () der Funktion y? —y bei Entwicklung nach den Funk-
tionen sin(kmy) aus Teil a) gilt also

Be = ay, (1 —e*)

oder
- B
ak = 1 — 62k7r '
und damit -
Z Sln k?ﬂ'y) ( kmx 6214:7r e—kmv)
k=1
— Z _kﬁ ——sin(kmy) (efmehm — g hmeth)
— N L sin(kmy) - sinh(kw(z — 1)).
P — sinh(k)

Abgabetermine: 29.06 - 02.07.2021



