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Differentialgleichungen II fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Blatt 5, Hausaufgaben

Aufgabe 1:

a) Bestimmen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe
U — 4y, = 0 0<z<l1,teRt
T
u(a:,O):x—sm<§x) 0<z<l1
u(0,t) = u(l,t) =0 t>0.

b) Gegeben ist die folgende Anfangsrandwertaufgabe fir v = u(x,t):

Uy — 2y, = —2ze ' + sin(27x) re(0,2),t>0,
u(e,0) = 1+ 5 + 3sin(3mr), z€0,2], (1)
u(0,t) = 1, u(2,t) = 2e72, t>0.

(i) Zeigen Sie, dass die Homogenisierung der Randwerte auf folgendes Problem fiir
eine geeignet definierte Funktion v fiihrt:

vy — 204, = sin(27x), ze(0,2),t>0,
v(x,0) = 3sin(3mz), z € [0,2], (2)
v(0,t) = v(2,t) = 0, t > 0.

(ii) Losen Sie die Anfangsrandwertaufgabe (2) aus Teil i).
Loésung:

a) Mit ¢ =4 und w = 7/1 lautet die Losungsdarstellung

u(z,t) = Z ape” ™ sin(krz)
k=1

u(z,0) =

WE

ar sin(krz) = x — sin (gx) :

b
Il

1
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Wir bestimmen die Fourierkoeffizienten der Summanden der rechten Seite:

1
2/ cos(knrx)dxz i(_l)kﬂ
0

— cos(kmz)|"

km

1
b =2 in(krx)dr = 2 -
k /o zsin(krz)dx x - -

0

Br =2 /01 sin(kmz) sin (ga:> dx = /01 cos (k:7r9: — ga:> — cos (km: + g:v)

_ [Sin ((km —2)x)  sin ((km+ %)m)] ' _ —(=1)* - (—1)k

km — % km + 5 kr—%  kn+ 73
2km 4km

:_1k+1'—:2._1k+1.—

(=1) k2m2 — %2 (=1) 4k?72 — 72

Fiir die a; gilt dann ay = by, — B und damit
> 1 4]{771' 2.2
_ k+1 —4k27%t
U(l',t) = Z 2(—1) + (E - m) e Sll’l(kﬂ'l') .

k=1
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b) (Punkte aus alter Klausur)

w — 2y, = —2ze ! + sin(27x) ze€(0,2),t>0,
u(w,0) = 1+ g + 3sin(3ra) ze0,2], (1)
u(0,t) = 1, u(2,t) = 2e72, t>0.
(i) Homogenisierung der Randdaten:
v(z,t) =u(x,t) —1— 5(26*21f —1)=u(x,t) =1 —ze 2 + %
oder
u(z,t) = v(z,t) + 1+ e — g [1 Punkt]
Dann gilt:
U= v — 2xe” 2, vy = Uy . [1 Punkt]
Neue DGL:
v; — 2xe 2t — 2u,, = —2xe ? +sin(277) = vy — 2Ug, = sin(27x)
Anfangswerte:

u(z,0) = v(z, 0)+1+xe°—§ = 1+§+381n(37rm) <~ | wv(z,0) = 3sin(37z)

Randwerte : v(0,t) = v(2,t) = 0 [1 Punkt]

(ii) Wir zerlegen die Aufgabe in zwei Teile:

Die homogene Dgl. mit den vorgegebenen Anfangs— und Randdaten

vF— 20t =0 z€(0,2) ,t € RY,
v*(x,0) = 3sin(37x) z €0,2],
v*(0,t) =v*(2,t) =0 teR*.

und die inhomogene Dgl. mit homogenen Anfangs— und Randdaten

v* — 20 = sin(27x) z € (0,2),t € R,
v*(x,0) =0 z € (0,2),
v*™*(0,t) = v™(2,t) =0 teR".

Ansatz:  [1 Punkt]

Mit w =75 und c =2 lautet die Losung des ersten Problems

vi(x,t) = Z ay e~ P sin(kwa) [1 Punkt]
k=1

mit

= k

v (z,0) = Z ay sin(%x) = 3sin(37mz)

k=1
Die aj = §f023sin(37r:v) -sin(& z)dx
sind die Fourierkoeffizienten der Funktion 3sin(3wx). Es gilt also
ag = 3 und ar =0 sonst [1 Punkt]
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und damit
v¥(x,t) = 3¢ 87 gin(37z) . [1 Punkt]

Fiir v machen wir den Ansatz:

2
k=1
Einsetzen in die Dgl ergibt:
= k27 k 4
Z {i)k(t) +2 I vk(t)] sin(%x) = sin(gx)
k=1

Damit erhalten wir vg(t) =0 fiir & # 4 und die gewohnliche Dgl

04(t) + 8Ty (t) = 1 [1 Punkt]
fiir vy. Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung lautet
U47h(t) = Cei8ﬂ2t

1
Der Ansat t) =k liefert k= —
er Ansatz vy(t) iefer 52

1
vg(t) = Ce ¥ 4 und mit v,(0) = 0 folgt C' = ] [1 Punkt]
T

82
1
) = g (1)
1 2
v (2, t) = s (1 —e " t) sin(27mx) [1 Punkt]

und damit gilt

vz, t) = v (2, t) + 0™ (2, 1)
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Aufgabe 2

Gegeben ist das folgende Neumann Problem

U = Ugy, O<ax<1, t>0,
u(z,0) = g(x), 0<z<l,
ur(0,t) = wu,(1,t)=0 t>0.

a) Leiten Sie mit Hilfe eines geeigneten Produktansatzes eine Reihendarstellung der Losung
her.

b) Losen Sie die Anfangsrandwertaufgabe aus a) mit g(x) = 1+ cos(27z).

Loésungshinweise zur Aufgabe 2:
a) Der Ansatz u(x,t) = v(x) - w(t) liefert:
V' =Av, W= w, V'(0)=2(1)=0.

Fallunterscheidung unter der Voraussetzung, dass die Losung nicht identisch verschwin-
det:

A=0=0v(x) =dg+boxr, v =0y=0
= vg(x) = ag .
A>0=v(x) — aeV™ 4 pe VA
V'(0)=0<=a=b

(0)
V(1) =0 < aVA(e —e V) =0
— (u=0)V (eﬁ —e V= A= 0)  Widerspruch !

V(1) =0 (u=0)V (sin(v=X\) =0 <=\, = —k?7?).
Insgesamt erhalten wir also
vg(x) = cos(krz), k€ Ny.
Fiir die Zeitkomponente rechnet man leicht nach
wi(t) = e 7k eN,.

Als Reihendarstellung fiir die Losung hat man also

= EO kzj Pcos(kmx) .

Zur Bestimmung der Koeffizienten setzt man g gerade und 2— periodisch fort und
bestimmt die Fourierkoeffizienten

1
ay = 2/ g(x) cos(kmzx) dx .
0
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b) g(z) = 1+ cos(2mz) = a9 =2, ag =1, ap, = 0 sonst.

u(z,t) = 14 e "t cos(2mz) .

Abgabetermine: 15-18.06.21



