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Blatt 4, Prisenzaufgaben

Aufgabe 1)
Gegeben sei die Differentialgleichung

Upe + 4y +uyy = 0 firz e Rt >0

a) Bestimmen Sie den Typ der Differentialgleichung (elliptisch, hyperbolisch oder para-
bolisch).

b) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf Diagonalform « - ,, + i, = 0.

¢) Wie hingen die neuen Koordinaten 7, 7 von den alten Koordinaten ¢, z ab?

Losung:
Utt+4uxt+uxz:0 furl' €R7t>0

a) Aus

A= (; f) — det(A) = —3

folgt, dass es sich um eine hyperbolische Differentialgleichung handelt.

b) Eigenwerte von A : (1—-X)?—-4=0= A\ =—-1, =3

Als Diagonalform erhélt man also

3py — Urr =0

=7,7=-L.)

(Um die Normalform zu erhalten, miisste man eine weitere Substitution durchfiihren
t
V3

¢) Normierte Eigenvektoren von A:

(A= MIw=0 < @ ;) :v:%(_ll)

Orthogonalitéatseigenschaft bzw. eine analoge Rechnung fiir Ay ergibt

(A—)\2I)w—0:>w—%<i>
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Damit erhalt man die Transformationsmatrix und die neuen Koordinaten

=y () ()= ()

also
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Aufgabe 2:
a) Fiir welche reellen Funktionen ¢ : R — R ist die Funktion

u(z,y) = sin(4z) - g(y)

im gesamten R? harmonisch, also eine Losung der Laplace Gleichung??

b) Bestimmen Sie alle Rotationssymmetrischen Losungen der folgenden Randwertaufgabe

1
Alu) = —————= firl <z’ +y* <9,

Va2 + y?
u(z,y) =1 auf 2 +y* =1,
u(z,y) =2 aufz?+y*=09.

Hinweis: Vorlesung Seite 61/62.

c) Sei u eine C* Funktion mit

Ugg + Uyy = 0 fir 2?4+ y? < 4,

u(:c,y):xl—y fir 2% +y* = 4.

Bestimmen Sie den Wert von « im Ursprung, mit Hilfe

o des Mittelwertsatzes,

e der Eindeutigkeitsaussage fiir die Losung.

Loésungshinweise zu 2:

a) Zu erfiillen ist
Au(z,y) = Ugy + uyy = —16sin(4x) - g(y) + sin(4x) - ¢"(y) = 0.
Also ¢"(y) = 169(y) =
Charakteristisches Polynom: P(u) = p? — 16.
Losungen: g(y) = c1e® + coe™, ¢, € R.
b) Wie in der Vorlesung erhélt man fiir rotationssymmetrische Probleme mit wv(r) =
u(z(r),y(r) und w="1v":
2—-1
r
wy, =a(r)/r,= d(r)/r=—-1/r= d(r)=-1= a(r) = —r+c

U” +

1
V=—f(r)=—r! = v+ -w=—1r" = w,=a/r
r

— w(r)=—-1+a/r= v(r)=aln(r) —r+ 7
— ulw,y) = aln (Va2 +2) - Vel + 7 + 5

Die Randdaten liefern fiir 22 +¢% = 1:
wz,y) =—1+p=1= =2
und fiir 224+ 92> =9
w(z,y) =aln(3) —3+2=2 = a=3/In(3)
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c) o Ky seider Kreis mit Radius 2 um Null und ¢(t) = (2cos ¢, 2sin¢) eine Para-
metrisierung von K. Dann gilt nach der Mittelwerteigenschaft

1 1 [ 2 2 si
u(0,0) = / Y 2, y) / COSOT25N0 o .
K> 0

o - 2 4 S 4

e Die auf dem Rand vorgegebene Funktion l6st die Laplace Gleichung auf dem
ganzen Raum R?, also auch auf der vorgegebenen Kreisscheibe. Da die Losung
eindeutig ist, haben wir mit

r+y
U(l’,y) = 4 ) V(.T,y) S R2

bereits die Losung gefunden und es gilt

0+0

0.
4

u(0,0) =

e Weitere Alternative: Poissonsche Integralformel (Seite 59 Vorlesung)

R? — 2% — ¢ 9(=)
u(x,y):—/ — 7t —dz
2rR lzl=r 12 — |?
4 21+ 22 1 2T 2cos ¢ + 2sin ¢
0,0) = — d = — - 2dt =0.
U( ’ ) 47 llzll=2 16 (31732) 471'/0 4
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