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Aufgabe 1:

Bestimmen Sie Entropielösungen der Differentialgleichung ut+
(
u4

4

)
x

= 0 mit den Anfangs-

bedingungen

a) u(x, 0) =

{
0 x < 0,

−1 0 ≤ x,
bzw. b) u(x, 0) =

{
−1 x < 0,

0 0 ≤ x.

Prüfen Sie Ihre Lösung für die Bereiche, in denen sie nicht konstant ist, durch einsetzen in
die Differentialgleichung .

Lösungsskizze zu Aufgabe 1:

a) In Teil a) muss eine Stoßfront s(t) mit

ṡ(t) =
f(ul)− f(ur)

ul − ur
=

04

4
− (−1)4

4

0− (−1)
= −1

4
eingeführt werden. Man erhält

u(x, t) =

0 x < s(t) = − t
4

−1 − t
4
< x.

b) Auf den Charakteristischen Kurven gilt

ẋ(t) = u3 und u̇(t) = 0 .

Die Charakteristiken sind Geraden mit konstanter Steigung u3(x(0), 0) .

Es gilt

u(x, t) =


−1 x ≤ (−1)3 · t

? −t ≤ x ≤ 0

0 x ≥ (0)3 · t

In Teil b) muss also eine Verdünnungswelle eingeführt werden. Mit

f(u) = u4

4
=⇒ f ′(u) = u3 =⇒ g(v) := (f ′)−1(v) = v

1
3

erhält man die Lösung

u(x, t) =


−1 x ≤ −t,

g(x
t
) =

(
x
t

) 1
3 −t ≤ x ≤ 0

0 x ≥ 0.
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Probe für den Bereich wo u(x, t) = (
x

t
)
1
3 :

ut(x, t) = 1
3
· (x

t
)
−2
3 · −x

t2
= −1

3
· (x

1
3

t
4
3

).

(f(u))x =
(
u4

4

)
x

=
(

1
4

(x
t
)
4
3

)
x

= 1
4
· 4
3

(x
t
)
1
3

1
t

= 1
3
· (x

1
3

t
4
3

) .
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie den Typ folgender Differentialgleichungen

(i) 2uxx − 8uxy + 8uyy + uy = u ,

(ii) 2uxy + uyy + xux = cos(y) ,

(iii) 3uxx + 2uxy + uyy = 0 ,

(iv) uxx + exuyy + sin(x)(ux + uy) = y + x ,

(v) (x2 + y2)uxx + 2(x+ y)uxy + uyy = 0 .

b) Sei u eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

ut = uxx, x ∈ R, t > 0

Zeigen Sie , dass dann auch v(x, t) := u(cx, c2t) für beliebiges c ∈ R eine Lösung der
Wärmeleitungsgleichung ist.

Lösung :

a) (i) 2uxx − 8uxy + 8uyy + uy = u

2 · 8− 42 = 0 parabolisch .

(ii) 2uxy + uyy + xux = cos(y)

1 · 0− 1 = −1 hyperbolisch .

(iii) 3uxx + 2uxy + uyy = 0

3 · 1− 12 = 2 elliptisch .

(iv) uxx + exuyy + . . . = . . .

1 · ex − 02 > 0 elliptisch .

(v) (x2 + y2)uxx + 2(x+ y)uxy + uyy = 0

x2 + y2 − (x+ y)2 = −2xy


parabolisch für xy = 0,

hyperbolisch für xy > 0,

elliptisch für xy < 0.

ellipt. hyp
parabolisch→ −−−−−−−−−−−−−−→

hyp ellipt.

↑
parabolisch
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b) Mit v(x, t) := u(cx, c2t) =: u(η, τ) erhält man

vx = uη · ηx + uτ · τx = c · uη =⇒ vxx = c(uηηηx + uηττx) = c2uηη

vt = uη · ηt + uτ · τt = c2uτ

=⇒ vt − vxx = c2(uτ − uηη) = 0 .

Abgabetermine: 01-04.06.21


