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Differentialgleichungen II fiir Studierende der
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Blatt 3, Hausaufgaben

Aufgabe 1: [4 +2 Punkte]

a) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe fir u(x,t), u: R x RT — R
U + u-uy = 0, r€R, te Rt
u(z,0) = g(x), xeR.
Dabei sei g : R — R eine streng monoton steigende Funktion mit zwei Unstetigkeits-

stellen (Sprungstellen).

Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist.

(i) Es gibt eine eindeutige schwache Losung.
(ii) Zum Erhalt der Entropielésung muss man zwei Stofiwellen einfiihren.

(iii) Die Entropielosung gilt fiir alle Zeiten, also fiir beliebige ¢ € R .

Begriinden Sie Thre Antworten.
b) Wie lautet die Sprungbedingung fiir die schwache Lésung von

uy + (u?), = 0, reR, teR?

4 firx <0
u(:B,O):{ ir x <0,

2 firx>07

Losungsskizze zur Aufgabe 1:

a) (i) Die Aussage ist falsch. Erst die Entropiebedingung sorgt fiir die Eindeutigkeit.

(ii) Falsch. Da die Anfangsdaten monoton steigen, hat die Entropielésung keine Un-
stetigkeiten.

(i) Die Aussage ist wahr. Man fithrt zwei Verdiinnungswellen ein, die sich nicht in
die Quere kommen.

b) Mit f(u) = u?® lautet die Sprungbedigung fiir eine Stofront:

$(t) = f(u;)_i(u’”>= 42_;32 2.16—4 = 28.
[ — Wpr -
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie die Entropielosung der Burgers Gleichung u; + uu, = 0 mit den An-

fangswerten
0 x <0
u(z,0) =41 0<z<1
0 z>1

zum Zeitpunkt ¢ = 2. Welches neue Problem tritt bei ¢t = 2 auf?

Kiir: Bestimmen Sie die Losung fiir ¢t > 2.

b) Physikalische Prozesse, die durch glatte Losungen hyperbolischer Differentialgleichun-
gen beschrieben werden, sind im allgemeinem reversibel. Kennt man die Losungen zu
einer bestimmten Zeit, so kann man sie sowohl fiir spétere als auch fiir frithere Zeiten
angeben.

Zeichnenen Sie die Charakteristiken fiir die beiden Anfangswertaufgaben fiir die Bur-
gers Gleichung u; + uu, = 0 mit den Anfangsdaten

uy(x,0) =

O o= =

bzw.

1 <0
ug(x,()):{ T

0 z > 0.

Bestimmen Sie fiir beiden Anfangswertaufgaben die Losung wu(x,1) zum Zeitpunkt
t=1.

Was schliefen Sie aus Ihren Ergebnissen beziiglich der Reversibilitdt nicht glatter
Losungen der Burger’s Gleichung?

Losungsskizze zur Aufgabe 2:

a) u;+uu, =0
0 z <0

u(z,0) =41 0<z<1
0 r>1

Inzwischen ist klar:

e die Losung ist konstant entlang der Charakteristiken

e die Charakteristiken sind in der (x,t)— Ebene Geraden mit der Steigung 1/ug
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Zunachst erhalten wir also mit

) 1+0
s(t):T, s(t)=1+%:
0 <0
z 0<z<t
u(z,t) =< ! =T= .
0 z>141L

Diese Losung gilt bis ¢* mit t* =1+ % ,also t* = 2.
Zum Zeitpunkt t* = 2 trifft die Verdiinnungswelle auf die Stoflwelle.
Fiir ¢t > 2 gilt fiir die Unstetigkeit mit

u = %, u, =0 und x = s(t) auf der Unstetigkeitskurve
s(t)
== +0 t
5(t) = -4 5 = Sét) Dies ist eine gewdhnliche Dgl. fiir s(t)
ds dt
s 2t s =cvt — c= \/§, s = \/Q_t
s(2) =2

Die Unstetigkeit bewegt sich also auf der Kurve z(t) = /2t weiter.

0 <0
u(z,t) = q % 0<z<+2t
0 T > /2t
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b) w4+ uu, =0

( 1 1
< _—
TSy
: 1 1 1 :
Die Anfangsdaten wu;(z,0) = 57 2x ~1 <z< 1 liefern:
1
\O xr > 4_1
1.4}
12t
R
L4 _|-L 4&05,
- uz0
_0.2k
_0.4k
-1 05 0 05 1 15
X
Auf den Charakteristiken gilt © — xg = ug.t.
1 1
Fir —ngogi und t:% also
1 1 1
1y _ _
) . e . 1 1 .
Die Charakteristiken, die fiir ¢ = 0 zwischen x = —1 und x = 1 starten, schneiden
11
sich alle im Punkt | -, = ).
4’2
1
Fir ¢t =1 gilt u(z,3) = 1 ulzl‘v’x<1 unduT:O‘v’x>Z.
0 x> —

4
Es entsteht also eine Stowelle mit der Geschwindigkeit
u2
uo_
2

fl_fr .

Uy — Uy Uy — Uy

s =7

Damit gilt fiir ¢ > % :
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t
1 [E<§,
u(z,t) = :
0 —.
$>2
1
1 r <z
u(z, 1) = %
0 > —
73

Zusatz (nicht von den Studierenden verlangt):
Fiir t <0.5 gilt:

w(z,t) =1 fir x <t—10.25,

u(z,t) =0 fir x >0.25.

Dazwischen, also fiir t —0.25 < x < 0.25 gilt:

Cgll—f = u, Cfl—? = 0. D.h. u konstant entlang der Charakteristiken und

r=ut+c <<= c=x(0) =z —ut
= u(z,t) =up(z —ut) =3 -2z —ut) <= u-(1-2t) = 1 -2z

1—-4
Also u(z,t) = 4‘: fiir t —0.25 <2 <025 0<t<0.5.
1 r <0 )
Die Anfangsdaten usy(z,0) = e oot
0 x>0

liefern das folgende Bild der Charakteristiken

15p u=1

0.5F

I I I I ,
-1 -05 0 0.5 1 15 2

1
Hier entsteht von Anfang an eine Stowelle mit der Geschwindigkeit 2 so dass ebenfalls

1

1 T < =

u(z,1) = %
0 > —

Ty

gilt.
Offensichtlich kann man aus Kenntnis der Losung zum Zeitpunkt ¢ = 1 die Losung zu
fritheren Zeiten etwa t = 0 nicht rekonstruieren.
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Aufgabe 3:
Wir untersuchen noch einmal das einfache Verkehrsflussmodell aus Blatt 1 mit den dort
eingefithrten Bezeichnungen:

u(z,t) = Dichte der Fahrzeuge (Fahrzeuge/Langeneinheit) im Punkt x zum Zeitpunkt ¢,
v(z,t) = Geschwindigkeit im Punkt = zum Zeitpunkt ¢,
q(z,t) = FluB = Anzahl Fahrzeuge die = zum Zeitpunkt t pro Zeiteinheit passieren.

Wir verfeinern unser Modell aus Blatt 1, indem wir eine maximale Dichte und eine maximale

Geschwindigkeit
Umez = maximale Dichte der Fahrzeuge (Stofistange an Stofistange),
maximale Geschwindigkeit

Umaz =

einfithren. Dies kann z. B. wie folgt geschehen:

(w2, 1)) = Vmas (1 _ “(“’”’t))

umax

a) Stellen Sie die Kontinuitétsgleichung (u; + ¢, = 0) auf,

b) Zeigen Sie, dass die Charakteristiken wieder Geraden sind, und bestimmen Sie deren
Steigungen.

c¢) Skizzieren Sie die Charakteristiken fiir

Umae = 1 (Hier ist geeignet skaliert worden!)

(2,0) U = Umaz /2« < 0
u(z,0) =
Uy = Upmnaa x > 0 (rote Ampel/ Stau etc.)

d) Fiir die Burgers Gleichung hatten wir StoBwellen nur im Fall w; > u, zugelassen. Hier
muss offensichtlich eine andere Bedingung her. Woran kénnte das liegen?

Hinweis: Eine vollstindige Beantwortung der Frage ist nur mit Hilfe der Vorlesungs-
folien nicht moglich. Sie konnen hier nur eine Vermutung duflern!

Losungshinweis zu Aufgabe 3:

2

) vt (vmar (- >)$=ut+(vm<u— ! >)$=ut+<vm<1—

umaz umax

b) Auf den Charakteristiken x(t) gilt:

j:(t):(vmax(l— 2u )) und  a(t) =0.

Die Charakteristik durch einen Punkt (z(0),0) hat als Gerade in der x —t— Ebene die
2u(2(0),0)

max

umax

konstante Steigung (V40 (1 — )~!. Damit sind die Charakteristiken wieder

Geraden.
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c¢) Skizze der Charakteristiken:

1.8
1.6
14

1.2

ey

0.8r

0.6

0.4r

0.2r

d) Die Entropiebedingung der Vorlesung gilt nur fiir konvexe FluBifunktionen f (hier q). Da
f" in unserem Fall monoton fallend ist, gilt die Entropiebedingung aus der Vorlesung
nicht.

Was immer noch gilt ist die Anschauliche Interpretation : Aus der Stofwelle kommt
keine Information raus!! Also

f(w) > s> f'(u,)

Da [ monoton fallend ist, ergibt sich fiir StoSwellen die Bedingung u; < u, .



