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Aufgabe 1: (Wiederholung Analysis II)

Fiir die Ableitung Parameterabhéingiger Integrale gilt bei hinreichender Glattheit von f die
Leibniz—Regel :

d b(x) b@) g / |
dr Jyy 10 /a(x) o [ (@ t)dt + ¥(2) f(z,b(z)) —d'(2) f(z,a(z))

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion F'(x) definiert durch

22

F(z) := /e“ dt

—x

und berechnen Sie lim F° "(z).
T—

Losung zu 1:

22

= / etdt,  b(x)i=a% a(r) = -, f(tw) = e
b/(gj) = 2x a/<x) 1
f),z) = fla(@),z) = e
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b(z)
Fla) = / 9 bt ) de + V(@) f (b)) — d(2)  (a(x), o)
a(x)

2

= / te*t dt + 2x e + e

2

2
t " 1
— {—et””} — / et dt + 2z e + e
x _z x
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1 2 1
= 3ze® 42" — — [em} =3z e 42 — = (61,3 — e_x2>
x * T

Einsetzen/ I’'Hospital ergibt:

1 2 27 + 2z~
FI0) = 042 — Tim — (e — ¢~ — 2 — lim 220 F22€7 o .

0 12 z—0 2x
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Aufgabe 2:

Ein einfaches Verkehrsflussmodell:

Wir betrachten einen eindimensionalen Fluss von Fahrzeugen entlang einer unendlich lan-
gen, einspurigen Fahrbahn. In einem sogenannten makroskopischen Modell betrachtet man

nicht einzelne Fahrzeuge, sondern den Gesamtfluss der Fahrzeuge. Dazu fithren wir folgende
Groflen ein :

u(z,t) = (Léngen-)Dichte der Fahrzeuge im Punkt x zum Zeitpunkt ¢
= Fahrzeuge/Lingeneinheit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢

v(xz,t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢,

q(z,t) = u(x,t) - v(x,t) = Fluss

= Angzahl Fahrzeuge, die x zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit passieren.

a) Nehmen Sie an, dass es keine Ein— bzw. Ausfahrten gibt, dass keine Fahrzeuge ver-
schwinden, und dass keine neuen Fahrzeuge hinzukommen. Sei N(¢,a, Aa) := Anzahl
Fahrzeuge auf einem Ortsintervall [a,a + Aa] zum Zeitpunkt ¢. Machen Sie sich klar,
dass dann einerseits

a+Aa
N(t,a,Aa) = / u(z,t) de

gilt und andererseits

¢
N(t,a,Aa) — N(tg,a,Aa) = / q(a,7) — qla + Aa, T)dT .

to

Leiten Sie hieraus die sogenannte Erhaltungsgleichung fiir die Masse (Anzahl Fahrzeu-

ge)
U + 4z = 0

her.
Tipps zum Vorgehen:
e Leiten Sie beide Formeln fiir N nach ¢ ab. Beachten Sie dabei, dass fiir die

Ableitung Parameterabhéngiger Integrale bei hinreichender Glattheit von f die
folgende Leibniz—Regel gilt:

d b(z) b(@) g
- x,t)dt = — f(z, t)dt + V(x) f(z,b(z)) —d () f(z,a(x
= [ i = [ i 1) o) - o) 00

o Teilen Sie durch Aa.
e Betrachten Sie den Grenzfall Aa — 0.

b) Nehmen Sie zusétzlich an, dass die Geschwindigkeit nur von der Dichte abhéngt:
v = v(u). Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Gleichung

auﬁau

ot Tduor
die Erhaltung der Masse beschreibt.
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¢) Wir nehmen nun in einem ersten einfachen Modell an, dass die Geschwindigkeit um-
gekehrt proportional zur Dichte wichst und die Dichte positiv ist.

k

v(x,t) = ¢ + e

Wie lautet die Kontinuitatsgleichung (=Erhaltungsgleichung fiir die Masse)?

d) Zu 16sen sei die in Teil c¢) hergeleitete Kontinuitétsgleichung mit ¢ = 3 und der An-
fangsbedingung u(x,0) = e~ ’

T

Zeigen Sie, dass jede hinreichend glatte Funktion u(x,t) = f(z—ct) die Differentialgleichung
16st.
Bestimmen Sie f so, dass auch die Anfangsbedingung erfiillt wird.

Losung:
a+Aa
a) Es gilt einerseits: N(t) = / u(z,t) dz

t
und andererseits: N(t) — N(ty) = / q(a,7) — q(a + Aa, 7)dT

to

a+Aa
Ableiten nach ¢ ergibt: %N(t) = % / u(z,t)dr = q(a,t) — qla + Aa,t)

Lasst man nun Aa gegen Null gehen, so folgt bei hinreichender Glattheit der betei-
ligten Funktionen

1 a+Aa A —
lim _/ %u(w,t)dx:Alim _qla+Aa,t) —g(a,?)

Aa—0 Aa 0 a—0 Aa
0 0
= @U(ajt) =~ "% q(a,t)

Da diese Uberlegungen in jedem Punkt gelten, folgt die Kontinuitétsgleich. u;4q, = 0.

b) Eigentlich klar, denn in diesem Fall ist ¢(x,t) = u(z,t) - v(u(z,t)). Der Flul ¢ ist
also eine Funktion von u(x,t). Aus der Kettenregel folgt dann die Behauptung,.
Etwas ausfiihrlicher:

Mit q(z,t) = u(z,t) - v(u(z,t)) gilt einerseits

dg Ou d B
e @(uv(u)) Uy = (V(u) +u-vy) - Uy
und andererseits
0 0
—q(z,t) = — (u(z,t) - v(u(z,t)) =uz - v(u) +u- vy Uy .

ox ox
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c)

v(x,t) = ¢ + q(z,t) = c-ulx,t) + k

u(z,t)
Nach Teil b) lautet die Kontinuitatsgleichung also

Ou dq Ou  Ju ou

ot T e T e Y

Man erhélt also die lineare Transportgleichung.
d) Nach Teil c) ist die Gleichung
uy + 3uz+ =0
zu 16sen.
Mit dem Ansatz u(z,t) = f(z — 3t) gilt
u(z,t) = f'(x — 3t) - (—=3), uz(x,t) = f'(x — 3t)
und damit u; + 3u, = 0.
Die Anfangsbedingung verlangt:
u(z,0) = f(z) = e = u(x,t) = f(z—3t) = e @307,

Bemerkung : Dies ist ein sehr einfaches, linearisiertes Modell. Es lidsst z.B. beliebig
hohe Dichte und beliebig hohe Geschwindigkeit zu. Bei einem etwas realistischerem
Problem wiirden sich hier schon Schockwellen und Verdiinungswellen ergeben (siehe
Blatt 3).

Abgabe bis: 16.04.21



