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Aufgabe 1: [5 Punkte]

Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(zx, t):

w — sin(t) u, = cos(t), reR, teR,

2

u(x,0) = exp(—x2?) = e7* reR.
Losung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
dr — —sin(t) = dr = —sin(t)dt = z =cos(t) + C; [1 Punkt]
@ = cos(t) = du = cos(t)dt = u = sin(t) + C;. [1 Punkt]

Mit Cy = & — cos(t) und Cy = u — sin(¢) machen wir den Ansatz

Cy = f(Ch)

und erhalten

u—sin(t) = f(z — cos(t))

und damit die allgemeine Losung: u(x,t) = sin(t) + f(z — cos(t)). [1 Punkt]

Die Anfangsbedingung verlangt:

| 2

u(z,0) = sin(0) + f(x —cos(0)) = f(x —1) = e .
Also f(p) = e~ ®#t1*  [1 Punkt]
u(x,t) = sin(t) + e~ @=csOFD? 11 Punkt]
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Aufgabe 2: [6= 2+1+42+1 Punkte]

Gegeben sind die folgenden Differentialgleichungen fiir u(x,t), u: R x Rt — R
A) u + 20u, = 2lu.

B) u; + 20uwu, = 21.

C) uy — 5u*u, = 0.

D) uy + 5(z+1)u, = 0.

versehen mit der Anfangsbedingung
u(2,0) = w(x), zeER,
wobei ug : R — R eine monoton steigende und stetig differenzierbare Funktion sei.

Fiir welche der Differentialgleichungen A, B, C, D gelten fiir die Losung der zugehorigen
Anfangswertaufgabe die folgenden Aussagen i) und/oder ii)?

i) Die Losung ist konstant entlang der Charakteristiken.
ii) Die Charakteristiken sind Geraden.

Begriinden Sie Ihre Antworten. Beachten Sie, dass Sie keine Losungen berechnen
miissen!

Losung zu 2:

Fir A) gilt

du _

0 21u = wu ist also nicht konstant entlang der Charakteristiken.

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung i—f = 20.

Die Steigung der Charakteristiken ist also Konstant. Es handelt sich um Geraden.
Fir B) gilt

du _

n 21 = w ist also nicht konstant entlang der Charakteristiken.

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung fl—f = 20u.
Die Steigung der Charakteristiken ist also nicht Konstant. Es handelt sich nicht um Geraden.
Fiir C) gilt

du

7w = 0 = w ist also konstant entlang der Charakteristiken.

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung i—f = —5u?.

Die Steigung der Charakteristiken ist also Konstant. Es handelt sich um Geraden.
Fir D) gilt % = (0 = wu ist also konstant entlang der Charakteristiken.
Die Charakteristiken haben die Steigung L — 5z +1).

Die Steigung der Charakteristiken ist nicht Konstant. Es handelt sich nicht um Geraden.
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Aufgabe 3: [5+3+1 Punkte]

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

8
Uy — 16Uy, = _?x sin(2t) fir = € (0, g),t > 0,
u(z,0) = 1 + 2sin(2z) + 4sin(8z), fir z € [0, g],
4z .. 4
u(z,0) = — fir x € |0, 5],
u(0,1) = 1, u(g,t) — 1+ sin(2t) fir ¢t > 0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

Hinweis: Bei korrekter Anwendung der Methode aus der Veranstaltung ensteht eine
homogene Differentialgleichung fiir die neue Funktion.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

Wy — 16wy, = 0 fiir 2 € (0, g),t >0,
w(z,0) = 2sin(2x) + 4sin(8z) fir x € |0, g],
wy(z,0) = 0 fiir z € [0, g],
w(0,t) = 0, w(g,t) =0 fiir ¢ > 0.

¢) Geben Sie die Losung fiir die Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.
Losung:

a) Homogenisierung:
x , 2r
w(z,t) =u(z,t) —1— —(1+4 sin(2t) — 1) = u(z,t) — 1 — — sin(2¢).
z T
2
oder

2
u(z,t) = w(x,t) + 1 + = sin(2¢).  [1 Punkt]
m

Dann gilt:
4

Uy = Wy + il cos(2t), Uy = Wy — or sin(2t)
T T

und Wyy = Ugy [1 Punkt]
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8 8
Neue DGL: wy — — sin(2t) — 16w,, = — o sin(2t) <
7T 7r

| wy — 16w, = 0 | [1 Punkt]

Anfangswerte:
w(x,0) = u(z,0)— 1 — 2% sin(0) = 1 4 2sin(2z) + 4sin(8z) — 1,
we(z,0) = w(x,0) — 4—33 cos(0) = 4_96 _ 4_$’
7r T 7r
<~
w(z,0) = 2sin(2z) + 4sin(8z), we(x,0) = 0.
Randwerte :

w(0,t) = w(3,t) = 0. [2 Punkte]

b)  [3 Punkte]
Mit w =% =2 und c = 4 gilt:
2

Z [Ay. cos (ckwt) + By, sin (ckwt)| sin (kwz)
k=1

w(z,0) = Z Ay, sin (2kx) = 2sin(2z) + 4sin(8z)
k=1

we(x,0) = Z ckw - By, sin (2kx) = 0.
k=1

Koeffizientenvergleich liefert:
:>A1:2,A4:4,Ak:0 Vk¢{1,4}, undBk:(J, vk .
w(x,t) =2 cos (8t)sin(2x) + 4 cos (32¢) sin(8z) .

¢) [1 Punkt] Fiir die Lésung von a) erhalten wir

2
u(z,t) = 2 cos (8t)sin(2x) + 4cos (32¢t)sin(8z) + 1 + = sin(2t) .
T



