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Aufgabe 1: [6 Punkte]

Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(zx, t):

w — 4t3u, = —u, r €R, t €RT,
sin(z)
0) = eR.
u(z,0) 1522 x

Losung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:

= 43 = do = —43%dt = x=—t"+ C; [1 Punkt]

d— o= W= gt = In(u|) = ~t+ Cy = u=+e "% = Che [1 Punkt]
Mit C; = z + +t* und Cy = uet machen wir den Ansatz

Cy = f(Cy) [1 Punkt]

und erhalten

uet = f(x+t)

und damit die allgemeine Losung: u(x,t) = et f(z +t*). [1 Punkt]

Die Anfangsbedingung verlangt:

u(z,0) = e Of(x+0%) = f(x) = ?TZZ . [1 Punkt]
u(x,t) = et sin(z + 1) [1 Punkt]

L+ (z+t4)*
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Aufgabe 2: [7 Punkte]

Bestimmen Sie Entropielosungen der Differentialgleichung

ue + (f(u), =0

mit der Flussfunktion f(u) = % und den Anfangsbedingungen
2 <0 1 <0
a) u(z,0)= =0 hw b) u(z,0) = r="
1 0<ux, 2 0<zx.

Hinweis: Gefragt sind nur Losungen fiir die vorgegebenen Anfangswerte. Sie brauchen keine
Losungen fiir allgemeine Anfangswerte anzugeben!

Losung:

Mit den iiblichen Bezeichnungen gilt f(u) = (u_22)4. [1 Punkt]

Auf den Charakteristischen Kurven gilt
(t) = f'(u) = 2(u — 2)® und u(t) = 0.
Die Charakteristiken sind Geraden mit konstanter Steigung 2(u(z(0),0) — 2)3.

In Teil a) entsteht daher sofort (also bereits bei t = 0) eine Mehrdeutigkeit der Losung {iber
die Charakteristiken Methode. Es muss mit w; = 2 und u, = 1 eine StoBfront s(¢) eingefiihrt
werden  [1 Punkt ]

mit

(2—2)* (1-2)*
. f(Uz) f(ur) 2 2 1
— = = —= 1 Punkt
S(t) — 51 5 [ un ]

eingefithrt werden. Man erhalt

w =2 r<s(t)= —

NI

u(z,t) =

u, =1 =5 <z [1 Punkt]

Fiir Teil b) liefert die Charakteristiken Methode
1 v <zo+ fl(u)t=0+2(1-2)3%= —2t,
u(z,t) =< 7 -2t <x <0,

2 x>x0+ f(u)t =0+4+2(2—-2)% = 0.
Es muss also eine Verdiinnungswelle eingefiihrt werden.  [1 Punkt |
Mit

Flu) = 2(u—2P =v = g(v) = (f)"(v) = (&
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erhalt man die Losung

[2 Punkte]
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Aufgabe 3: [7 Punkte]

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

1

Up — 2y = 57 cos(t) fur x € (0,2),t > 0,
u(w,0) = 20sin(2rz) + 21sin(4rz) + g fiir = € [0, 2],
w(0,t) =0, w(2,t) = 1+ sin(t) fir ¢ > 0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

Uy — 20y = 0 fir x € (0,2),t > 0,
v(z,0) = 20sin(27z) + 21sin(4rx) fur x € [0, 2],
v(0,t) =0, v(2,t)=0 fir ¢ > 0.

¢) Geben Sie die Losung fiir die Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.
Losung:

a) Homogenisierung:

oz, t) = u(z,t) — 0 — 3(1 + sin(t) — 0) = u(z,t) — 3(1 + sin(t))

oder

u(z,t) = v(x,t) + g(l + sin(t)) . [1 Punkt]
Dann gilt:

Uy = Uy + g cos(t), Vpy = Ugy [1 Punkt]
Neue DGL: v + % cos(t) — 2u,, = sz cos(t) <=

| v — 2v, = 0| [1 Punkt]

Anfangswerte:
(z,0) = ulz,0) — 5(1 + sin(0))
= 20sin(27z) + 21sin(4nx) + g— g<:>

v(z,0) = 20sin(2wz) + 21sin(4rx)

Randwerte : v(0,t) = v(2,t) =0 [1 Punkt]
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b) Mit w = 7 und ¢ = 2 gilt:

- —cw?k?t _: - —ﬁt . kT
v(z,t) = Z axe sin(kwzx) = Z are” 2 sm(7m)
k=1 k=1

Einsetzen der Anfangswerte ergibt:

v(z,0) = Y02, apsin(*Za) = 20sin(27z) + 21sin(4nzx)

= a4 =20,a35 =21, a,=0 VEk ¢ {4,8} [2 Punkte]
c¢) Fiir die Losung von a) erhalten wir somit

w(z,t) = v(z,t) + 3(1 + sin(t))

= 20¢ 7! sin(gx) +2le Tt sin(ga:) + g

(1+ sin(t))

= 20e 5" sin(2mx) 4 217327t sin(4mz) + gu + sin(t)).  [1Punkt]



