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Aufgabe 1: [6 Punkte]

Berechnen Sie die Lösung der folgenden Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut − 4t3 ux = −u , x ∈ R, t ∈ R+,

u(x, 0) =
sin(x)

1 + x2
x ∈ R .

Lösung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:

dx
dt

= −4t3 =⇒ dx = −4t3dt =⇒ x = −t4 + C1 [1 Punkt]

du
dt

= −u =⇒ du
u

= −dt =⇒ ln(|u|) = −t+ C̃2 =⇒ u = ±e−t+ C̃2 = C2e
−t [1 Punkt]

Mit C1 = x+ +t4 und C2 = uet machen wir den Ansatz

C2 = f(C1) [1 Punkt]

und erhalten

uet = f(x+ t4)

und damit die allgemeine Lösung: u(x, t) = e−tf(x+ t4). [1 Punkt]

Die Anfangsbedingung verlangt:

u(x, 0) = e−0f(x+ 04) = f(x)
!

=
sin(x)

1 + x2
. [1 Punkt]

u(x, t) = e−t
sin(x+ t4)

1 + (x+ t4)2
. [1 Punkt]
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Aufgabe 2: [7 Punkte]

Bestimmen Sie Entropielösungen der Differentialgleichung

ut + (f(u))x = 0

mit der Flussfunktion f(u) = (u−2)4
2

und den Anfangsbedingungen

a) u(x, 0) =

{
2 x ≤ 0,

1 0 < x,
bzw. b) u(x, 0) =

{
1 x ≤ 0,

2 0 < x.

Hinweis: Gefragt sind nur Lösungen für die vorgegebenen Anfangswerte. Sie brauchen keine
Lösungen für allgemeine Anfangswerte anzugeben!

Lösung:

Mit den üblichen Bezeichnungen gilt f(u) = (u−2)4
2

. [1 Punkt]

Auf den Charakteristischen Kurven gilt

ẋ(t) = f ′(u) = 2(u− 2)3 und u̇(t) = 0.

Die Charakteristiken sind Geraden mit konstanter Steigung 2(u(x(0), 0)− 2)3.

In Teil a) entsteht daher sofort (also bereits bei t = 0) eine Mehrdeutigkeit der Lösung über
die Charakteristiken Methode. Es muss mit ul = 2 und ur = 1 eine Stoßfront s(t) eingeführt
werden [1 Punkt ]

mit

ṡ(t) =
f(ul)− f(ur)

ul − ur
=

(2−2)4
2
− (1−2)4

2

2− 1
= −1

2
[1 Punkt]

eingeführt werden. Man erhält

u(x, t) =

ul = 2 x < s(t) = − t
2

ur = 1 − t
2
< x. [1 Punkt]

Für Teil b) liefert die Charakteristiken Methode

u(x, t) =


1 x ≤ x0 + f ′(ul)t = 0 + 2(1− 2)3t = −2t ,

? −2t ≤ x ≤ 0 ,

2 x ≥ x0 + f ′(ur)t = 0 + 2(2− 2)3t = 0 .

Es muss also eine Verdünnungswelle eingeführt werden. [1 Punkt ]

Mit

f ′(u) = 2(u− 2)3 = v =⇒ g(v) := (f ′)−1(v) =
(
v
2

) 1
3 + 2
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erhält man die Lösung

u(x, t) =


1 x ≤ −2t ,

g(x
t
) =

(
x
2t

) 1
3 + 2 −2t ≤ x ≤ 0 [2 Punkte]

2 x ≥ 0.
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Aufgabe 3: [7 Punkte]

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

ut − 2uxx =
1

2
x cos(t) für x ∈ (0, 2), t > 0,

u(x, 0) = 20 sin(2πx) + 21 sin(4πx) +
x

2
für x ∈ [0, 2],

u(0, t) = 0, u(2, t) = 1 + sin(t) für t > 0.

Überführen Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

b) Lösen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

vt − 2vxx = 0 für x ∈ (0, 2), t > 0,

v(x, 0) = 20 sin(2πx) + 21 sin(4πx) für x ∈ [0, 2],

v(0, t) = 0, v(2, t) = 0 für t > 0.

c) Geben Sie die Lösung für die Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.

Lösung:

a) Homogenisierung:

v(x, t) = u(x, t)− 0− x

2
(1 + sin(t)− 0) = u(x, t)− x

2
(1 + sin(t))

oder

u(x, t) = v(x, t) +
x

2
(1 + sin(t)) . [1 Punkt]

Dann gilt:

ut = vt +
x

2
cos(t), vxx = uxx [1 Punkt]

Neue DGL: vt +
x

2
cos(t)− 2vxx = 1

2
x cos(t)⇐⇒

vt − 2vxx = 0 [1 Punkt]

Anfangswerte:

v(x, 0) = u(x, 0)− x

2
(1 + sin(0))

= 20 sin(2πx) + 21 sin(4πx) +
x

2
− x

2
⇐⇒

v(x, 0) = 20 sin(2πx) + 21 sin(4πx)

Randwerte : v(0, t) = v(2, t) = 0 [1 Punkt]
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b) Mit ω = π
2

und c = 2 gilt:

v(x, t) =
∞∑
k=1

ake
−cω2k2t sin(kωx) =

∞∑
k=1

ake
− k

2π2

2
t sin(

kπ

2
x)

Einsetzen der Anfangswerte ergibt:

v(x, 0) =
∑∞

k=1 ak sin(kπ
2
x)

!
= 20 sin(2πx) + 21 sin(4πx)

=⇒ a4 = 20, a8 = 21, ak = 0 ∀k /∈ {4, 8} [2 Punkte]

c) Für die Lösung von a) erhalten wir somit

u(x, t) = v(x, t) +
x

2
(1 + sin(t))

= 20 e−
42π2

2
t sin(

4π

2
x) + 21 e−

82π2

2
t sin(

8π

2
x) +

x

2
(1 + sin(t))

= 20 e−8π
2t sin(2πx) + 21 e−32π

2t sin(4πx) +
x

2
(1 + sin(t)). [1Punkt]


