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1 Partielle Differentialgleichungen

1.1 Bezeichnungen und allgemeine Notationen

Definition: Eine Gleichung (bzw. ein Gleichungssystem) der Form

Flxux) 2" .. 04 0Pu ~ dPu o0ful
) ) )...)axn,...,aXT]))aX?_1aX2)...)aXFL -

fiir eine (unbekannte) Funktion u: D — R™, D C R™, heit System
partieller Differentialgleichungen (PDGL) p-ter Ordnung.

Eine Funktion u(x), die die Gleichungen erfiillt, heiBt Losung der PDGL. []

In Anwendungen treten typischerweise PDGLs erster und zweiter Ordnung auf.
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Definition: Eine PDGL heiBt

. - . . du oPu .
(a) linear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen u, —, ..., — ist.
0X 1 oxb

(b) semilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen

oPu oPu oPu
, . , e o o ,
ox7 axP ' dx, Oxh

ist und die Koeffizienten nur von x = (x1,...,%n )" abhingen.

(c) quasilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen

0Pu 0Pu 0Pu
: — ey —o
oxY oxY 19%> Oxh

o . . du GLAL TR
ist. Die Koeffizienten kénnen dann von x,u, —,..., ——— abhdngen.
0X1 oxb™
In allen anderen Fallen wird die PDGL als nichtlinear bezeichnet. L]
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i KAPITEL 1: PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

TUHH

Beispiele fiir lineare, quasilineare, semilineare, nichtlineare PDGLs.

e Die PDGL
a1 (%, y)ux + az2(x,y)uy + b(x,y)u = c(x,y)

ist eine skalare lineare PDGL 1. Ordnung in zwei Variablen.
e Die PDGL
ar(x,y, uux + az(x,y, ujuy = g(x,y,u)
ist eine skalare quasilineare PDGL 1. Ordnung in zwei Variablen.

e Die PDGL

n
Z aij(xhﬂ')xn)uxixj — b(X1,...,Xn,U,UX1,...,an)
i,j=1

ist ein semilineares System 2. Ordnung in n Variablen.

e Die PDGL
(ux)z + (uy)z — f(x,y,u,ux 'uy)

ist eine nichtlineare skalare PDGL 1. Ordnung in zwei Variablen.

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II TUHH, SOMMERSEMESTER 2020 (© ARMIN ISKE



UH
i KAPITEL 1: PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN TUHH

Bemerkung zur allgemeinen Notation bei PDGL

In Anwendungen treten typischerweise Ortsvariablen x = (x7,...,xn)' (oft
n = 3) sowie die Zeitvariable t € R auf. Wir betrachten dann die allgemeine
PDGL der Form

F(xtulx ), o, 20 2 o Pu) —o
g ) )ax1>°-->at>-°->ax11)>ax]1g_1axz>°°->atp —

in (n -+ 1) Variablen. Differentialoperatoren wie etwa
V, div, rot oder A

beziehen sich dann stets auf die n Ortsvariablen, zum Beispiel

n

ou

di =
-y
T d%u
A = 2
PR
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1.2 Motivation: Wieso partielle Differentialgleichungen?

Zur Beantwortung betrachten wir den Reynoldschen Transportsatz.

Zur Zeit t = 0 nehme eine physikalische GréBe (Ladung, Fluid etc.) die
beschrankte und offene Menge Dy C R™ ein.

Die Funktion ®@(y,t) beschreibe die Veranderung des Punktes y € Dy in der
Leit,
®:Dy x[0,T] — Dy C R™,

so dass
D¢ :={@(y,t) : y € Do}
Die Trajektorie von y € Dy ist die Abbildung t — ®(y,t) € Dy und

0
a(D(Y>t) — V((D(y> t)>t)

bezeichne das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen GroBe.
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Der Reynoldsche Transportsatz

Satz: Fiir eine differenzierbare, skalare Funktion f: Dy x [0, T] — R gilt:

Beweisidee: Sei J(y,t) = det(D,®(y, t)) die Jacobi-Matrix von @(y,t)
beziiglich y. Transformiere damit D¢ auf Dy:

| rxvax=| foy0, 0500
D¢ Do
Berechne dann die zeitliche Ableitung der rechten Seite

d

A IRCCRIOEY

und transformiere zuriick auf das zeitabhangige Gebiet Dy.
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Die Kontinuitatsgleichung

Sei u(x,t) die Massendichte einer physikalischen GroBe und es gelte ein

Erhaltungsprinzip der Form

d

I JDt u(x,t) dx = 0.

Dann folgt aus dem Reynoldschen Transportsatz

J {%u—l— div (uv)} (x,t) dx = 0.
D¢

Da D, eine beliebige Teilmenge des R™ ist, folgt die Differentialgleichung

%u(x, t) +div (uv)(x,t) = 0.

Diese Gleichung wird als Kontinuitatsgleichung bezeichnet.
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Kontinuitatsgleichung und Flussfunktion

Schreibt man die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe der FluSfunktion q(x,t)

0 :
a—tu(x, t) + div (q(x,t)) =0,

so ergibt sich eine Gleichung fiir zwei unbekannte Funktionen u(x,t) und q(x,t).

Mathematische Modellierung:
q(x,t) = q(u(x,t), Vu(x,t),...)
Einfachster Modellierungsansatz: Der Fluss q ist proportional zur Dichte u
q(x,t) =a-u(x,t) mit einem a e R"

Daraus folgt die lineare Transportgleichung (auch als lineare
Advektionsgleichung bezeichnet)

0
au(x, t)+a-Vu(x,t) =0.
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Die Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung

Maogliche Ausgangssituationen: Die Dichte u(x, t) beschreibe
e die Konzentration eines chemischen Stoffes,
e die Temperatur eines Korpers oder

e cin elektrostatisches Potential.

Physikalische Modellierung: Der Fluss q ist proportional zum Gradienten der
Dichte u, zeigt allerdings in die entgegengesetzte Richtung,

q(x,t) := —aVu(x,t) fiir ein a > 0.

Daraus folgt

0 .
au(x,t) +div(—aVu(x,t)) =0

und damit die PDGL 5
au(x,t) = aAu(x, t).
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Fortsetzung des Beispiels

Setzen wir a = 1, so erhalten wir die klassische Warmeleitungsgleichung

(auch lineare Diffusionsgleichung genannt)

%u(x, t) = Au(x, t).

Die Abschlussrelation
q(x,t) = —aVu(x,t) mit einem a >0
nennt man dabei entweder
e das Ficksche Gesetz der Diffusion,
e das Fouriersche Gesetz der Warmeleitung oder
e das Ohmsche Gesetz der elektrischen Ladung.

Fazit: Drei unterschiedliche physikalische Probleme liefern eine identische
partielle Differentialgleichung. []
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Die Laplace- und Poissongleichung
Ist die Losung der Warmeleitungsgleichung unabhangig von der Zeit t, d.h.,

0
a_tu(X) t) — O>

so erhalt man die Laplace-Gleichung

Au(x) = 0.

Losungen dieser Gleichung nennt man harmonische Funktionen.

Die Gleichung
—Au(x) =f

mit gegebener Funktion f, nennt man Poisson-Gleichung.

Hierbei beschreibt die Inhomogenitat etwa eine vorgegebene raumliche
Ladungsverteilung f und die Losung u das dadurch erzeugte Potential. []
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2 Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

2.1 Die Methode der Charakteristiken

Wir betrachten zunachst eine skalare quasilineare PDGL 1. Ordnung,

n
Z ai(x,u)uy, = b(x,u) mit x € R™.
i=1

Eine Losung kann durch die Charakteristikenmethode berechnet werden,
wobei wir zunachst den homogenen und linearen Fall betrachten.

Definition: Das autonome System gewohnlicher Differentialgleichungen
x(t) = a(x(t))

heit charakteristisches DGL-System einer homogenen linearen PDGL

n
Z ai(x)uy, =0 mit x € R™.

1=1
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Die Methode der Charakteristiken

Wir berechnen nun
—Uu
dt

Fazit: Die Funktion u(x) ist genau dann eine Losung der homogenen linearen
PDGL, wenn u entlang jeder Losung x(t) des charakteristischen DGL-Systems
konstant ist, d.h.

u(x(t)) = const.

Definition: Man nennt die Losung u(x) ein erstes Integral des
charakteristischen DGL-Systems. ]

Bemerkung: Die Methode der Charakteristiken ist also nichts anderes als eine
Zurlickfiihrung der gegebenen PDGL auf gewohnliche DGL's.
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BEiSpiEl: Wir betrachten die PDGL in drei Variablen

XUy + YUy + (x* +y*)u, = 0.

Das charakteristische DGL-System lautet

X
Y
z

I
=

Il
=
N
_|_
<

und besitzt die allgemeine Losung

]
z(t) = §<%+c%)62t+03

Man nennt diese Losungen auch die charakteristischen Kurven.
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FOftSEtZUHg des BEiSpiElS: Fiir die Losung der Ausgangsgleichung
gilt damit

1

w(x(t),y(t), z(t)) = u (c1et,czet,2( %+c§)e2t +c3) = const.

Die charakteristischen Kurven erfiillen aber die Beziehungen

et =x(t)/c1 =y(t)/ca = y(t)/x(t)=cz2/c1 =ceR

und
20 = 502 +y?) s = 2(t) 2 (0 +y(1)?) = d e R,

d.h. allein die beiden Konstanten ¢ und d definieren den Wert von u entlang der
charakteristischen Kurven. Daraus folgt die Losungdarstellung

1

U(X>U>Z) =0 (%)Z_ E(XZ "'“yz))

mit einer beliebigen C'—Funktion @ : R* — R.
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Quasilineare inhomogene Differentialgleichungen

Die Methode der Charakteristiken 3Bt sich auf Gleichungen der Form
Z ai(x, uu,, = b(x,u), x € R"

libertragen.

Man betrachtet dazu das erweiterte Problem

Z ai(x, Uy, +b(x,u)U, =0, x € R™

i=1

mit der unbekannten Funktion U = U(x,u) von (n+ 1) unabhangigen Variablen
x und .

Dann gilt: Ist U(x,u) eine Losung mit U, # 0, so ist durch U(x,u) =0
implizit eine Losung u = u(x) des Ausgangsproblems gegeben.
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Beweis der letzten Aussage

Gilt U,, # 0, so lasst sich die Funktion U(x,u) nach dem Satz iiber
implizite Funktionen nach u(x) auflosen. Wegen U(x,u) = O gilt dann

U, + Uyu,, =0.

Ferner haben wir
mn

D ai(x, Wy, +b(x,u)ly, =0

i1=1

und daraus folgt

— (Z ai (x, u)uxi> U, +b(x,u)U, =0.
i=1

Wir erhalten also mit U,, # 0 die Differentialgleichung

Z ai(x,w)uy, = b(x,u).
i=1
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BEiSpiEl: Gesucht sei die allgemeine Losung der quasilinearen Gleichung
(10— (T+ )y =y —x.
Das erweiterte Problem lautet dann
(14+x)Uyx — (T +y)Uy + (y —x)Uy =0.

Das charakteristische DGL-System ist

x = l4+x
y = —(1+y)
u = y—x
mit der allgemeinen Losung
x(t) = cjet —1
yt) = cre t—1
u(t) = c3—cre t—cyet
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Fortsetzung des BGiSpiElS: Wir verfahren wie im letzten Beispiel
und losen das charakteristische System auf:

]
et:X+ — 2 — (x+1)(y+1)=ci-c2=c€eR
C1 y+1

und
u=c3—(x+1)—(y+1) = u+x+y=deR.

Erneut bestimmen alleine die beiden Konstanten ¢ und d das Losungsverhalten.
Daraus folgt die allerdings implizite Losungdarstellung

®((x+1)(y—|—1),u+x—|—y) =0

mit einer beliebigen C'-Funktion @ : R? — R.

Beachte: Im Gegensatz zu linearen Gleichungen erhilt man bei quasilinearen
Gleichungen keine explizite Losungsdarstellung und die Losung existiert
gegebenenfalls nur lokal. []
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2.2 Anfangswertprobleme bei Gleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten nun den in Anwendungen haufig auftretenden Fall einer
Zeitvariablen t und n Ortsvariablen x € R™.

Definition: Das auf ganz R™ definierte Anfangswertproblem

( n
we + ) ai(x, t,u)u,, =b(x,t,u) in R™ x (0, 00)
4 i=1

u=1ug auf R™ x {t = 0}

\

bezeichnet man als ein Cauchy-Problem. Dabei ist zum Zeitpunkt t = 0 die
Anfangsbedingung

u(x,0) = uo(x)

explizit vorgegeben. []

Die Losungen lassen sich erneut mit dem Charakteristikenverfahren berechnen.
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Die Transportgleichung
Ein typisches Beispiel ist die Transportgleichung

ur+a-vu=0 inR" x (0, 00)

u = ug auf R™ x {t =0}
mit dem konstanten Vektor a € R™. Verwenden wir hier die Methode der
Charakteristiken, so erhalten wir zunachst die (n + 1) Differentialgleichungen
a_ o dx
dr dr
und wir konnen ohne Einschrankung t = T annehmen.

Die Losung der zweiten Gleichung lautet dann
x(t)=xp+a-t

mit einer Anfangsbedingung x(0) = xo. Die charakteristischen Kurven sind
Geraden, die zur Zeit t = 0 den Punkt xo durchlaufen und in Richtung a laufen.
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Fortsetzung des Beispiels (Transportgleichung)

Mochte man die Losung an einem Punkt (x,t) bestimmen, so sucht man
zunachst die zugehorige Charakteristik, die durch diesen Punkt lauft und den
Wert xo zur Zeit t = 0:

X=Xo+at =— Xxp=x—at

Da die Losung entlang der Charakteristiken konstant bleibt, folgt sofort die

Losungsdarstellung
u(x,t) = up(x — at)

Interpretation dieser Losung: Das gegebene Anfangsprofil ug(x) wird mit der
konstanten Geschwindigkeit a € R™ weitertransportiert, ohne seine Form zu

andern.

Probe: Es gilt:
u¢(x,t) = —aVugy, Vu(x,t) =Vuy = u+a-Vu=0.
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BEiSpiGl: Wir betrachten das Anfangswertproblem
uy +txuy =0 in R x (0, 00)
u =-sinx auf R x {t =0}
Die charakteristische Gleichung lautet

x = tx, x(0) = xo

2
x(t) = xo exp (%)

Daraus folgt die Losung des Anfangswertproblems

u(x,t) =sin [xexp (—;)] :

und besitzt die Losung
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Problem: Losungen existieren nur lokal in der Zeit

Wir kehren zu dem anfangs definierten Cauchy-Problem zuriick,

( n
we + ) ai(x, t,u)u,, =b(x,t,u) in R™ x (0, 00)
{ i=1
u = ug auf R™ x {t =0}

\

Das charakteristische System lautet

x = a(xt,u)

u = b(xtu)

mit den Anfangsbedingungen x(0) = xp und 1(0) = ug(xo).

Dies ist ein nichtlineares Differentialgleichungssystem, das unter Umstanden nur
lokale Losungen in der Zeit besitzt. Im Allgemeinen erhalten wir nur lokale
Losungen in der Zeit. []
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Nichtlineare skalare Erhaltungsgleichungen

Eine wichtige Klasse von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung sind die
nichtlinearen skalaren Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension.

Das zugehorige Cauchy—--Problem lautet

uy + f(u)y =0 in R x (0, 00)
u=ug auf R x {t =0}

Die gegebene Funktion f = f(u) nennt man die Flussfunktion.

Solche Differentialgleichungen sind quasilinear, denn eine andere Darstellung der
PDGL ist

uy + a(u)uy, =0
mit a(u) = f'(u).
Man nennt die Funktion a(u) auch in Analogie zur Transportgleichung die
lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit. L]
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Die Burgers Gleichung

Die Burgers Gleichung (nach JOHANNES MARTINUS BURGERS, 1895-1981,
niederlandischer Physiker) ist eine Erhaltungsgleichung mit Flussfunktion
f(u) = u?/2. Das zugehdrige Cauchy-Problem lautet

ur+uuy, =0 in R x (0,00)
u=1ug auf R x {t = 0}.
Wir wahlen die Anfangsbedingung

/

1 : x <0
Up(x) =< 1T—x : O0<x<1
0 . x > 1

\

und verwenden die Methode der Charakteristiken, um die Losung zu bestimmen.

Die charakteristische Gleichung lautet

x=u, x(0)=xo.
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Die Burgers Gleichung: Charakteristische Kurven
Da die Losung der Burgers Gleichung entlang der Kurve x(t) konstant bleibt, gilt

X =Up(xo) = x(t) =x0 + tuo(xo)
Mit der gegebenen Anfangsbedingung ug(x) erhalten wir

t 4+ %o . xo <0
x(t)=¢ (1—x0)t+x%x0 : 0<x9<]1

\ X0 . xXo > 1

Das zugehorige Bild der charakteristischen Kurven sieht wie folgt aus.

y

t
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Die Burgers Gleichung: Singularitat der Losung

Zur Zeit t = 1 laufen unendlich viele Kurven durch den Punkt x =1, d.h. im
Punkt (x,t) = (1,1) ist die Losung nicht mehr eindeutig. In der Tat existiert die
klassische Losung der Burgers Gleichung mit der angegebenen Anfangsbedingung
nur lokal in der Zeit fiir 0 <t < 1. Fiir t € [0, 1) ist die Losung gegeben durch

e

1 Dox <t
u(x,t) =<9 (1—x)/(1—1) : 0<t<x<1
0 ox > 1

\

Das zugehérige Bild der Lésung fiir verschiedene t € [0, 1):
u(t,x)

wachsendes t -> 1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

X
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2.3 Skalare Erhaltungsgleichungen

Das Cauchy-Problem
us + f(u)y =0 in R x (0, 0)
u=1ug auf R x {t =0}

hat i.A. keine globale Losung. Die Burgers Gleichung mit der Anfangsbedingung

(

1 : x <0
Uo(x) =< 1—x : O0<x<]1
0 . x > 1

\

besitzt nur auf dem Zeitintervall [0, 1) die klassische Lésung

(

1 ox<t
u(x,t)=<¢ (1—x)/(1—t) : 0<t<x<1
0 x>
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Frage: Was passiert fir t > 17
Sei v:R x [0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit kompaktem Trager.
Multiplizieren wir uy + f(u)x, = 0 mit v und integrieren iiber R x [0, 00), so

erhalten wir

0

J:O JOO (ue + f(u)y) vdxdt

— 00

= — JOO JOO uvedxdt — JOO Up(x)v(x,0)dx — JOO JOO f(u)vy,dxdt

0 —00 —00 0 —00

Mit der Anfangsbedingung w(x,0) = ug(x) ergibt sich

o0

Joo Joo (uve + f(u)vy) dxdt + J uo(x)v(x,0)dx = 0.

0 —00 —00
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Schwache Losungen, Integrallésungen

Definition: Eine differenzierbare Funktion v: R x [0,00) — R mit kompaktem
Trager heit Testfunktion. []

Definition: Eine Funktion u € L*°(R x [0, 00)) nennt man eine

Integralldsung (oder schwache Losung), falls die Beziehung

J J (uwve + f(u)vy) dxdt + J Up(x)v(x,0)dx =0
0 J—o0 — 00
fur alle Testfunktionen v erfillt ist. []

Bemerkung: Eine Integrallésung muB nicht notwendigerweise eine
differenzierbare Funktion sein, sondern kann sogar Sprungstellen besitzen. L]
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Riemann-Probleme
Definition: Das Anfangswertproblem

uy + f(u)y =0 in R x (0, 00)
u = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

w : x<0
Up(x) =
u, : x>0
nennt man ein Riemann-Problem fiir skalare Erhaltungsgleichungen. ]

Beispiel: Ein Riemann-Problem fiir die Burgers Gleichung lautet

uy +uu, =0 in R x (0, 00)

u = ug auf R x {t =0}

mit unstetiger Anfangsbedingung uo(x) = uy fiir x < 0; up(x) = u, fiir x > 0.
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Integrallosungen fiir Riemann-Probleme

Fall 1: StoBwellenldsung bei der Burgers Gleichung.
Fiir u; # u, ist die StoBwelle

up o ox <s(t)

Moo t) = u, x> s(t)

eine Integrallosung. Dabei bezeichnet die Funktion s(t) die Lage der
StoBfront, d.h. der Unstetigkeitsstelle oder Sprungstelle.

Die StoBfront bewegt sich mit der Geschwindigkeit $(t) wobei

o) = 11w — flu)

[u] Uy — Uy

und s(0) = 0 ist. Diese Beziehung heiBt Rankine-Hugoniot Bedingung. []
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Integrallosungen fiir Riemann-Probleme

Fall 2: Verdiinnungswelle bei der Burgers Gleichung.
Fiir u; < u, ist die Verdiinnungswelle eine Integrallosung

(

up x<ut
X

u(x,t): { o wt<x<u,t
U, x> u,t

\

Man beachte, dass die Losung u(x,t) eine stetige Funktion ist.

Die Losung ist entlang der Geraden x = u; t und x =u, t aber nicht
differenzierbar und daher nur eine Integrallosung.

Bemerkung: Fiir u; < u, stellt sich die Frage, welche der Losungen (StoBwelle
oder Verdiinnungswelle) physikalisch von Bedeutung ist. Es wird sich zeigen,

dass nur die Verdiinnungswelle relevant ist. []
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Beschreibung der StoBwellenlosung

Definition: Eine StoBwellenlosung u ist eine Integrallosung der
Erhaltungsgleichung

uy + f(u)x = 0,
wenn eine StoBfront x = s(t), s € C! existiert, sodass u jeweils fiir x < s(t)
und x > s(t) eine klassische Losung der PDGL ist und u bei x = s(t) eine

Sprungstelle mit Sprunghdhe

ul(t) =u(s(t)", t) —uls(t) ", t)
besitzt. Die GroBe $(t) nennt man die Stofigeschwindigkeit. []
Satz: Ist x = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlosung von uy + f(u), =0, so

gilt fiir die StoBgeschwindigkeit s die Rankine-Hugoniot Bedingung
[f] fluls(t)7, 1) — fluls(t)",t)

T u(s(), 0 —u(s() b)
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Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung
Eine Integrallosung erfiillt die Beziehung
d [*?
S| (e 0dE = flulxi, 1) fulx, b)
X1
Wahlen wir x1 < s(t) < x2 so folgt
d S(t) X2
Sl wenaes | u v ) = fuix, 1) - fluta, v
dt X1 s(t)
Da u(x,t) fiir x < s(t) und x > s(t) nach Definition eine differenzierbare
Losung ist, konnen wir unter den beiden Integralen ableiten:
) du 2 Ju _
J —d& +su(s(t)” ,t)+J —d& —su(s(t)",t)+f, —f; =0.
X 1 a S(t) at
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Fortsetzung der Herleitung
Also

J a—ud&—l—su( (t)™ ,t)+J a—udE—su( B, t)+f,—f1 =0
X1 ot s(t) ot

mit
f1:= flulx1,1)), f2 == flu(xz,t))

Im Grenzfall x; — s(t)~ und x, — s(t)™ verschwinden die Integrale und wir
erhalten

su(s(t),t) —su(s(t)",t) = fluls(t) ")) — fluls(t)"))

Dies ist aber gerade die Rankine-Hugoniot Bedingung in der Form
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TUHH

BEiSpiEl: Wir betrachten die Burgers Gleichung mit der unstetigen

Anfangsbedingung

w - x<0
Up(x) =
u, : x>0

und u; > u,.
Die Rankine-Hugoniot Bedingung lautet

[l uf/2—ui/2  (w—u)(w +uy)

W ow - 2(w —uy)

(g + uy)

N —

Damit lautet die StoBwellenlésung dieses Problems

( 1
u :: x< j(ul‘|‘ur)t

u(x, t) = 4

W x> +(up+u)t

N

\
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Beschreibung der Verdiunnungswelle

Wir betrachten das Riemann-Problem

uy + f(u)y =0 in R x (0, 00)
u = ug auf R x {t =0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

u : x<0
u. : x>0
wobei nun u; < u, gelte.

Zusitzlich nehmen wir an, dass f € C?(R) und f” > 0 gilt, die Flussfunktion sei
also strikt konvex. SchlieBlich setzen wir noch

g:= ().
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Beschreibung der Verdunnungswelle

Nach Annahme ist die Flussfunktion f strikt konvex, d.h. f’ ist streng monoton
wachsend. Also gilt:

w<u, = f'(u)<f(u).

Es gibt daher genau zwei Typen von Charakteristiken, namlich

x(t) =% +f'(u)t und x(t) =%+ f'(u,)t

Diese beiden Kurvenscharen fiillen aber nicht den ganzen Raum R x R aus,
sondern es entsteht ein Bereich (), der nicht durchlaufen wird,

Q={xt)eRxR, : fllu)-t<x<f'(u,)- t}

In Q) liefert die Methode der Charakteristiken keine Werte und wir konnen im

Prinzip die Losung auf () mit einer beliebigen Integrallosung fiillen.
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Beschreibung der Verdiinnungswelle
Satz: Fiir u; < u, ist die Verdiinnungswelle, gegeben durch
(

Uy X< f’(ul)t

LL(X,JC) = < g(x/t) : f’(ul)t <X < f’(ur)t

Uy cox > (u)t,

eine Integrallosung des Riemannproblems. Insbesondere ist die Verdiinnungswelle
eine stetige Funktion.

Beweis: Wir zeigen zunachst, dass die angegebene Funktion in den beiden
Punkten

x =f'(u)t und x=f"(u,)t
stetig ist. Es gilt

o () = gt () = (1) (7)) =
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Beschreibung der Verdiinnungswelle

sowie

o () = ol wa)) = (1) () =,

Weiter ist die Verdiinnungswelle konstant fiir x < f’(u)t und x > f’(u,) t und
|ost daher die vorgegebene Erhaltungsgleichung.

Fir f/(u)t < x < f/(u,)t berechnet man

—%9’(X/t)

WU

e = fgle/t) = g/ T = X gy

Daraus folgt, dass g(x/t) ebenfalls die Gleichung w + f(u), = 0 l0st.

Mit der Stetigkeit folgt daraus, dass die Verdiinnungswelle tatsachlich eine
Integrallosung ist. |
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TUHH

Problem: Integrallosungen sind nicht eindeutig

Beispiel: Wir betrachten wieder die Burgers Gleichung mit der

Anfangsbedingung
0 : x<O0

Uo(x) = | -0
Cox

Dann existieren zum Beispiel die beiden Integrallosungen

0 : x<t/2
LL1(X,J£):
1 @ x>t/2
und
(0 x<0
w(x,t) =< x/t : 0<x<t
\ 1 x>t

Die erste Losung ist eine Stoflwelle, die zweite eine Verdiinnungswelle.

Frage: Welche der beiden Losungen ist physikalisch korrekt?

46
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Entropiebedingung und Entropieldésungen

Frage: Welche der beiden ist die physikalisch richtige Losung?
Man benoétigt eine Zusatzbedingung, die die physikalisch richtige Integrallosung
auswahlt.

Definition: Eine Integrallosung heit Entropieldsung, falls die Losung die
folgende Entropiebedingung (LAX-OLEINIK-Bedingung) erfiillt:
3C > 0, so dass fiir alle x,z€ R, t >0 mit z > 0 gilt

C
u(t,x +z) —u(t,x) < <%

Satz: Erfiillt eine Integrallosung die oben angegebene Entropiebedingung, so ist
diese Losung eindeutig, d.h. Entropielosungen sind eindeutige Losungen. []

Bemerkung: In unserem letzten Beispiel erfiillt die Verdiinnungswelle die obige

Entropiebedingung. []
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3 Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Definition: Eine lineare PDGL 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben durch

n n
Z AijUx;x; T Z biuy, +fu=g

i,j=1 i=1
Dabei sind die Terme ajj, bi, f und g Funktionen von x = (X1yeneyXn) .

Den ersten Term nennt man den Hauptteil der PDGL. Weiter gelte ohne
Einschrankung
aij(x):a]’i(x)> Li=1,...,n

Speazialfall: Gilt aj; = const, 1,j = 1,...,n, so lasst sich die PDGL auch in
folgender Matrixschreibweise darstellen:

(VIAVIu+ (b' Viu+fu=g

mit der symmetrischen Matrix A = (aij)i,j=1,...n- ]
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3.1 Normalformen linearer Gleichungen 2. Ordnung

Gegeben sei die Differentialgleichung in Matrixschreibweise
(VIAV)u+ (b' VIu+fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (aij)i,j=1,...,n-
Erinnerung (Lineare Algebra): Hauptachsentransformation.

Satz: Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar. Weiterhin gilt
D=S'AS,
wobei S als eine orthogonale Matrix gewahlt werden kann. []

Erinnerung: Eine reelle Matrix S heiBt orthogonal, falls gilt

S ' =s5".
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Ansatz zur Herleitung von Normalformen

Verwende die Koordinatentransformation x = Sy bzw. y = ST x und setze

t(y) :=u(Sy)
Mit u(x) = {i(ST x) folgt
ou i it dy;
oxi oy 0y; 0x
du:
und wegen Ji _ sy gilt
aXi

Die letzte Beziehung bedeutet aber gerade:
Viu(x) =S Vyﬁ(STx)
oder in formaler Schreibweise V, = S V. Transponieren wir dies, so folgt

Vi=(SVy)' =V, S
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Diagonalform einer PDGL 2. Ordnung

Ergebnis: Lost u die Gleichung (V'AV)u + (b' V)u 4 fu = g, so erhalten wir
fir  die partielle Differentialgleichung

(VISTAS V)i + (b'S V)il + fit = §.

Definition: Gegeben sei die partielle DGL 2. Ordnung
(VIAVIu+ (b' Viu+fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (aij)i,j=1,....n. Dann ist die
zugehorige Diagonalform der PDGL gegeben durch

(VIDV)ii+ ((STh)TV)ii + fii = §
mit der Diagonalmatrix D = STAS mit STS = I sowie

b(y) =b(Sy), f(y)=f(Sy) und §(y)=g(Sy).
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Ein Beispiel zu Diagonalformen

Wir betrachten den Fall von zwei unabhangigen Variablen

02u 02u 02u 02u
a + a2 + + a2 —5 +

0x7 0x-0x7  0x710%X2 0x3
ou ou
bi(x1,%x2)=— +ba(x1,%x2) — +f(x1,x2)u = g(x1,%x2)
aX1 aX2

Definieren wir den Vektor p als
p=S'b

mit einer orthogonalen Matrix S, so lautet die Diagonalform

Beachte: Die Transformation auf Diagonalform ist keineswegs eindeutig, die
beiden Koeffizienten des Hauptterms sind aber stets die Eigenwerte von A. [
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Klassifikation partieller DGLs 2. Ordnung

Definition: Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
(VIAVIu+ (b V)u+fu=g
mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (aij)i,j=1,....n.

e Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden und besitzen sie
einheitliche Vorzeichen, so nennt man die Gleichung elliptisch.

e Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden, wobei ein Eigenwert
ein anderes Vorzeichen als die iibrigen n — 1 Eigenwerte besitzt, so nennt
man die Gleichung hyperbolisch.

e Ist mindestens ein Eigenwert von A Null, so ist die Gleichung parabolisch.

Beispiel: Die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in Diagonalform ist

e clliptisch, falls A7 - Ay > 0;

e hyperbolisch, falls A7 - Ay < O;

e parabolisch, falls Ay - A, = 0. []
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Bemerkung: Die Typeneinteilung lasst sich auf Falle mit nichtkonstanter
Koeffizientenmatrix A erweitern. Zum Beispiel hat die Gleichung

Ylyxx — Uxy — Uyx + XUyy =0

die Koeffizientenmatrix
y —I

-1 x

A —

Die von dem Produkt xy abhangigen Eigenwerte von A sind
AM =1 und Ay =xy—1
Die partielle Differentialgleichung ist also
e parabolisch auf der Hyperbel xy = 1;

e clliptisch in den beiden konvexen Bereichen xy > 1;

e hyperbolisch im zusammenhangenden Bereich xy < 1.
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Normalformen partieller DGLs 2. Ordnung
Definition:

e Die Normalform einer elliptischen Differentialgleichung in n Variablen
T .

X=(X1y...,Xn)" ist

mn
—Au + Z biuy, +fu=g
i=1
e Die Normalform einer hyperbolischen Differentialgleichung in (n + 1)
Variablen (x,t) = (x1,...,Xn, t)" ist

n
Uit —ALL—I—ZbiuXi +fu=g
i=1
e Die Normalform einer parabolischen Differentialgleichung in (n + 1)
Variablen (x,t) = (x1,...,Xn, t)" ist

n—I1
—Au + bouy + Z biuy, +fu=g
i—1
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3.2 Korrekt gestellte Probleme

Definition: Ein korrekt gestelltes Problem besteht aus einer in einem
Gebiet definierten partiellen Differentialgleichung zusammen mit einer
bestimmten Menge von Anfangs— und/oder Randbedingungen, so dass die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

e Existenz: Es existiert mindestens eine Losung, die alle Bedingungen erfiillt.
e Eindeutigkeit: Die Losung ist eindeutig.

e Stabilitadt: Die Losung hangt stetig von den gestellten Anfangs- und
Randbedingungen ab.

Beispiel: Das Anfangswertproblem fiir die eindimensionale Wellengleichung
utt—uxxzo in R x [0,00)

u=1up,u =vg auf R x{t=0}

ist ein korrekt gestelltes hyperbolisches Problem. []
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Beispiel: Die eindimensionale Wellengleichung

Die eindeutig bestimmte Losung ist durch die Formel von D’ ALEMBERT gegeben

x+t
u(x,t) = %(uo(x—t) —I—uo(x—l—t)) -+ %J vo(&) dé,

Sei nun 1i(x, t) die Losung zu den Anfangsdaten ({ip, Vo). Dann gilt

Wt —ubet) = (Gl — 1) —uolx— 1)) + 5 (Tolx + 1) ~uolx +1))
1 x+t
+§ Lt (\70(5) —Vo(i)) dé&

Daraus folgt aber die stetige Abhangigkeit von den Daten:

[G(x, t) —ulx, t)] < [[ito — Uoleo + t[|V0 — Vol|co-
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Anfangswertaufgabe fiir die Laplace-Gleichung

JACQUES HADAMARD, 1865-1963, franzosischer Mathematiker: Das
Anfangswertproblem fiir die zweidimensionale Laplace-Gleichung

uXx+uyy =0 in R x [0,00)

u=1up,uy =vo aufRx{y=0}

ist kein korrekt gestelltes elliptisches Problem: Setzen wir up(x) = vo(x) =0, so
ist die eindeutig bestimmte Losung

u(X>1J) = 0.
Lauten die Anfangsdaten dagegen
1
Uy (x) =0, vg(x)= - sin(nx) mitn € N,

so ist die eindeutig bestimme Losung zu den Anfangsdaten (ug,vg‘)

ut(x,y) = % sin(nx) sinh(ny).
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Fortsetzung des Beispiels

Nun gilt
lim ug = uop lim vy =vp.
n—oo n—oo
Vergleicht man aber beide Losungen, so ergibt sich wegen
1
lim — sinh(ny) = oo firy > 0,

n—oo M2

das Grenzverhalten
lim u™(x,y) # ulx,y)

n—oo

d.h. die Losung hangt nicht stetig von den Anfangsdaten ab. []
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Randwertaufgabe fiir die Laplace-Gleichung

Das Randwertproblem fiir die zweidimensionale Laplace-Gleichung
Uvx +Uyy =0 in{(x,y) € R?[x* +y* < 1}
u=g auf {(x,y) € R? |x? +y? =1}

ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.

Die eindeutig bestimmte Losung ist durch die

Poissonsche Integralformel

gegeben

U,(X,y) _ 1 _Xz _UZ J g(Z) do

27 Iz)=1 |1x —2z[]?

und hingt stetig von den Randdaten g(x,y) auf dem Rand x? +y? =1ab. O
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4 Die Laplace-Gleichung

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Laplace-Gleichung
Au =20

fir u =u(x), x € D C R™ offen, und der zugehodrigen Poissongleichung
—Au="o

mit vorgegebener rechter Seite f = f(x).

Definition: Eine C?-Funktion u = u(x), die die Laplace-Gleichung erfiillt, d.h.
Au = 0,

heiBt harmonische Funktion. []

Bedeutung:
e Mittelwerteigenschaft, Maximumprinzipien etc.;

e Komplexe Funktionen: analytische Funktionen, Satz von Liouville etc.
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4.1 Die Fundamentallosung

Wir versuchen zunachst, eine explizite Losung der Laplace-Gleichung zu
berechnen, mit der wir weitere Losungsdarstellungen entwicklen konnen.

Beobachtung: Der Laplace-Operator A ist invariant gegeniiber Rotationen
in R™.

Lésungsansatz: Wir suchen eine Funktion wu(x), die nur vom Abstand ||x|| zum

Ursprung abhangt.

2

u(x) =v(r), r=|x||=(x] _|_..._|_Xi)1/2

Man rechnet leicht nach

or 1 _ Xi
g = 30d )T 2= (x#0)
und damit gilt firi=1,...,n
. 2 1 2
Uy, zv’(r)ﬁ, Uy, x; =V (7) X—; +v'(r) (— = X—§) :
T T T
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Die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung
Wir erhalten also :
n P
Au=v"(r)+ - v'(r)
und mit Au = 0 ergibt sich die gewohnliche Differentialgleichung
n—1
v/ (1) + " v(r) =0
Setzen wir w = v’ #£ 0, so l6st w die lineare Differentialgleichung
, n—1
W = — w.
T
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist gegeben durch
x
W(T) — rn—1
mit einer Konstanten « € R. Fiir v(r) gilt demnach
x
I _
Vo= n—1
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Die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung

Die Gleichung fiir v konnen wir integrieren und bekommen damit eine Losung

der Form
)
—blogr+c¢ (n=2)
v =4 o
— +¢ (n > 3)
. T
mit den beiden Konstanten b und c.
Definition: Die Funktion
( 1
5 log ||x|| (n =2)
D(x) = { 1 fur x € R™\ {0}
2—m
X (n > 3)

heilt Fundamentalldosung der Laplace-Gleichung.

Die Konstante «(n) bezeichnet dabei das Volumen der Einheitskugel im R™. [
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Losungsformel fiir die Poisson-Gleichung

Bemerkung: Die Fundamentall6sung ist fiir alle x € R™ mit x # 0 eine

harmonische Funktion.

Beispiel: Fiir x € R> gilt vol (K;(0)) = «(3) = 47/3 und somit ist die
Fundamentallosung gegeben durch

Satz: Eine Losung der Poisson-Gleichung
—Au =f

auf dem Vollraum x € R™ ist gegeben durch

wx) = | O(x—y)fly) dy
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4.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen

Mittelwerteigenschaft: Der Funktionswert einer harmonischen Funktion an
einem Punkt x ist stets gleich dem Mittelwert von u tiber eine Kugel mit
Mittelpunkt x bzw. der zugehérigen Sphare um x.

Genauer gilt das folgende Resultat.

Satz: Sei U C R™ eine offene Menge. Ist u € C?(U) harmonisch in U, so gilt

u(X):J[ uds:]L wdy
0B (x,r1) B (x,1)

fir jede Kugel B(x,r) C U. ]

Notation: Bei Mittelungen iiber die Kugel oder die Sphare schreiben wir

J[ - voI(B1(x,r)) J
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Beweis der Mittelwerteigenschaft
Fiir ein festes x € U definieren wir die Funktion ¢ (r) mittels
d(r) = J[ u(y) dS(y) = ][ u(x +rz) dS(z)
0B (x,r) oB(0,1)
Dann gilt
¢’ (1) :J[ Du(x +rz) - zdS(z)
9B (0,1)
und mit Hilfe der Greenschen Formeln erhalten wir
[ — X
$'() = +  Duly)- T-"dS(y)
JOB (x,T) T
ou
= 1+ ——ds(y)
JoB(x,r) 9N
T
- — ][ Au(y)dy =0
n JB(x,r)
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Fortsetzung des Beweises

Damit ist ¢ konstant und es gilt

t—0 t—0

d(r) = lim &(t) = lim J[aB( | uly)as(y) = ux)

Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schlieBlich

J udy J J udS | ds
B(X,T’) 0 aB(X,S)

= u(x) J; nam)s™ 'ds = a(n)r™u(x)

Damit ergibt sich gerade die Mittelwertformel

v |
udy.
(X(Tl)Tn B (x,1) y

u(x) =
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TUHH

Umkehrung der Mittelwerteigenschaft

Satz: Fiir die Funktion uw € C?(U) gelte fiir jede Kugel B(x,r) C U die
Mittelwerteigenschaft

u(x) = J[ uds.
0B (x,1)

Daraus folgt, dass u auf U harmonisch ist.

Beweis: Ist Au # 0, so existiert eine Kugel B(x,r) C U, sodass

Au > 0 oder Au < 0
innerhalb von B(x, 1) gilt.

Wir wissen aber, dass

¢%b>f& Auly) dy =o.

Dies liefert einen Widerspruch, also ist u harmonisch auf U.
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Das Maximumprinzip harmonischer Funktionen

Satz: Sei u € C*(U) NC(U) harmonisch in U. Dann gilt:
e Das Maximumprinzip:

max u(x) = max u(x)
XEU Xeau

e Das starke Maximumprinzip:
Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt xo € U mit

u(xp) = maxu(x)
xelu

so folgt, dass u auf U konstant ist.

Beweisidee: Verwende auf geeignete Weise die Mittelwerteigenschaft

harmonischer Funktionen. []

Eine wichtige Anwendung des Maximumsprinzips bei partiellen DGLn: Losungen
von elliptischen Randwertaufgaben sind eindeutig. []
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Eine Anwendung: Elliptische Randwertaufgaben

Satz: Sei g € C(0U), f € C(U). Dann existiert hochstens eine Losung
u € C?(U) NC(U) des Randwertproblems

—Au = f inlU
u = g aufol

Beweis: Seien 1 und u, zwei Losungen. Dann lost w = +=(u; — u,) das
Randwertproblem

—Au = 0 inU
u = 0 aufol

Aus dem Maximumprinzip folgt dann direkt

WI:l:(Uq —uz) =0

identisch auf U und daher gilt w; = uy.
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Mittelwerteigenschaft und Maximumprinzip

Es gelten die folgenden Aussagen.

e Erfiillt eine stetige Funktion u € C(U) auf einer offenen Menge U C R™ fiir
jede Kugel B(x,r) C U die Mittelwerteigenschaft, so ist u unendlich oft
differenzierbar, d.h. u € C>°(U).

e Satz von Liouville: Ist die Funktion u: R™ — R harmonisch auf R™ und
beschrankt, so ist u auf ganz R™ konstant.

e Beschrinkte Losungen der Poissongleichung: Sei f € C2(R™), n > 3.
Dann hat jede beschrankte Losung der Poissongleichung —Au =f in R"
die Form

ux) = | O(x—y)flydy+ C

mit einer Konstanten C.
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4.3 Die Greensche Funktion

Definition:

e Das Randwertproblem

—Au=f inlU
u=g aufol

nennt man das Dirichlet-Problem der Poisson-Gleichung (bzw. der
Laplace-Gleichung, falls f = 0).

e Das Randwertproblem
—Au=f inlU
g—;t =g auf oU

nennt man das Neumann-Problem der Poisson-Gleichung (bzw. der
Laplace-Gleichung, falls f = 0). Dabei ist n die duBere Normale an oU. [J
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Die Greensche Funktion

Proposition: Sei u € C?(U), U C R™ offen, eine beliebige Funktion. Dann gilt
fiir alle Punkte x € U die Beziehung

u = | (@ly =05y —uly) gy —x)dSly)

—J O (y — x)Au(y)dy.
u

Dabei ist die Funktion ® die Fundamentallosung der Laplacegleichung. []

Fazit: Man kann jeden Funktionswert u(x) bestimmen, wenn man die Werte
von Au in U sowie u und ou/0n entlang des Randes oU kennt.

Man beweist die Proposition mit Hilfe der Greenschen Formeln (aus Analysis ).

Anwendung auf Randwertprobleme der Laplace- und Poisson-Gleichung:
Wir konnen im Prinzip die Losung an jedem Punkt berechnen, aber benétigen
dazu Randdaten sowohl fiir u als auch die Ableitung ou/0n.
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Definition der Greenschen Funktion

Definition: Sei U C R™ offen und ®*(y) fiir festes x € U die Losung des
Dirichlet-Problems

AD* = 0 in U
O* = @O(y—x) auf ol.
Dann ist die Greensche Funktion auf U gegeben durch
G(x,y) =@y —x) — ®*(y)
und definiert fiir x,y € U mit x #y. []

Satz: Sei u € C2(U) eine Lésung des Dirichlet-Problems fiir die
Poisson-Gleichung. Dann |4Bt sich w in der Form

0G

u) == | gy G xydSly) + | fy)Glxyldy (xe W)

darstellen.
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Beweis des Satzes

Nach obiger Proposition hatten wir die Losungsdarstellung
onY

—J O(y — x)Au(y)dy
u

Das Problem dabei war, dass uns beim Dirichlet-Problem die Randdaten von
0w/0n nicht bekannt sind. Mit den Greenschen Formeln gilt jedoch

- | oxmauylay = | uin) S - @y S y)sly)

u ou n n

und daher
| oxmrmasty) = | oxmaulyldy+ | wy - (ydsly)
ou n u ou n

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I TUHH, SOMMERSEMESTER 2020 (© ARMIN ISKE 76



UH
# KAPITEL 4: DIE LAPLACE-GLEICHUNG TUHH

Fortsetzung des Beweises
Aus der Randbedingung ®*(y) = ®(y — x) folgt

j @(y—x)(y)a—“(y)dS(y)zj O (y)Auly)dy + J u(y) 22 (y)ds(y)
ou u

on ou on

Wir erhalten damit unter Ausnutzung der obigen Proposition die Darstellung

u) = | (@l =05y —uly) 3y —x) dsly)

—J O(y — x)Au(y)dy
u
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Eigenschaften der Greenschen Funktion

Die Greensche Funktion erfiillt die folgenden Eigenschaften.
e Die Funktion G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x harmonisch in y;

e weiterhin erfiillt G(x,y) homogene Randbedingungen, d.h.
G(x,y) =0 fiuralley € oU, x € U;

e die Greensche Funktion ist eindeutig bestimmt;

e die Greensche Funktion ist symmetrisch, d.h.
G(x,y) = G(y, x)
Auf einfachen Gebieten 3Bt sich die Greensche Funktion elementar berechnen:
e Fiir den Halbraum

Riz{x:(x1,...,xn)T|xn>O}

e oder fiir die Einheitskugel B(0, 1).
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Die Greensche Funktion fiir den Halbraum R"

Allgemein ist die Greensche Funktion gegeben durch
G(x,y) = @y —x) — O™ (y)
Dabei ist ®(x,y) die Fundamentallosung und ®*(y) die Losung von
AD* = 0 in RT
O = O(y—x) auf{x=(x1,...,%n)" |xn =0}

Fiir einen Punkt x = (x1,...,Xn) € R" definieren wir die Spiegelung an der
Ebene OR™ mittels
X=(X1y000yXn—1y—Xn)

und verwenden dann fiir die Funktion ®* = ®*(y) den Ansatz
O*(y) =@y —%x) = D(y1 —X1,.--yYn—-1 —Xn-1,Yn + Xn)

definiert fur x,y € RT.
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Die Greensche Funktion fiir den Halbraum R"

Da der Punkt X nicht in R" liegt, ist ®*(y) = ®(y — X) auf dem ganzem
Halbraum R!' harmonisch.

Weiterhin gilt auf dem Rand

O*(y) = @y—%) =0y —x1,..-,Yn—1 = Xn—1,Xn)
— (D(y1 —X1yeeeyYn—1 _Xn—1)_xn):®(y_x))
da die Fundamentalldsung nur von ||y — x|| abhangt.

Also 16st die Funktion ®*(y) = @ (y — X) das Randwertproblem
AD* = 0 in RT
O = Oy—x) auf{y=y1,...,yn) |yn =0}
und die Greensche Funktion fiir den Halbraum R lautet demnach

G(x,y) = D(y —x) — D(y — Xx) fir x,y € RY mit x #y.
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Der Poisson-Kern fir den Halbraum R?
Man berechnet nun
0G oD oD
— Xy = —(y—x)—5—(y—%)
_ _] yn_xn _yn‘|‘xn
na(n) [y —x||™ [y —x[|"
und damit gilt fir y € 0R"
0G gy =06 (X 1
on YT oy YT T x—yl
Definition: Die Funktion
2x 1
K(x,y) := ik firx € R undy € oOR"
’ na(n) [x—y|" " i
heilt Poisson-Kern von R'. []
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II TUHH, SOMMERSEMESTER 2020 (© ARMIN ISKE 81 I



# KAPITEL 4: DIE LAPLACE-GLEICHUNG TUHH

Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung auf R

Satz: Die Losung des Randwertproblems

Au = 0 in R"

u = g auf x=(x1,...,%x0)" : xn =0}

ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

2Xn J g(y)

na(n) Jorn [[x—y|"

u(x) =

dy.

Insbesondere ist die Losung u(x) wegen

J K(x,y)dy =1
OR™

beschrankt, falls g beschrankt ist.

Man kann sogar zeigen, dass die Losung w(x) unendlich oft differenzierbar ist. [
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Greensche Funktion fiir die Einheitskugel B(0, 1).

Fir x € R™ \ {0} nennt man den Punkt X mit

% — X
11>

den dualen Punkt von x beziiglich 0B(0, 1).
Damit ist die Losung des Korrekturproblems

AD* = 0 in BO(0,1) :={x € R"|||x]| < 1}

®* = ®d(y—x) auf 0B(0, 1)

gegeben durch
O™ (y) == @ ([|x[[(y —%)).

Damit erhalten wir die Greensche Funktion fiir die Einheitskugel mit

G(X>y) — (D(y _X) o (D(HXH(y—)?)) fir X,y € B(O> ]) mit x 7£ y.
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Das Dirichlet-Problem auf B(0, 1)

Satz: Die Losung des Randwertproblems
Au = 0 in {x=(x1,...,x2) " |[|x]| < 1}

u = g auf {x=(x1,...,x2) " |[Ix]| =T}

ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

_ T x|l gly)
u(x) = noa(m) JHYH—] Hx_yHndS(Y)-

Der Poisson-Kern fiir die Einheitskugel lautet demnach

T—x[? 1

K(x,y) = fir |x|| < 1 und ||yl = 1.
W= fir x| Iyl

[]
Bemerkung: Mit der Transformation 1i(x) = u(rx) kann man leicht eine
Darstellung fiir die Kugel {x € R™ | ||x|| < r} herleiten. O]
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5 Die Warmeleitungsgleichung

Wir suchen Lésungen der Warmeleitungsgleichung (Diffusionsgleichung)
u; = Au.

Dabei bezeichnet t > 0 die Zeitvariable und x € U, fir U C R™ offen, die
Ortsvariable. Insbesondere untersuchen wir Anfangs- oder
Anfangs-Randwertprobleme der folgenden Form.

e Das Anfangswertproblem (bzw. Cauchy-Problem) auf U = R™:

uy = Au in R™ x (0,T]
u = g auf R™ x {t =0}

e Das Anfangs-Randwertproblem auf einem beschrankten Gebiet U C R™:

uy = Au in Ut :=Ux (0,T]
u = (g auf T7:= U7 \ Ur.
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TUHH

5.1 Losungen mittels Produktansatz

Gegeben sei das eindimensionale Anfangs-Randwertproblem

)
U = Uy  O<x<mO0<t<T

¢ u(x,0) = up(x) : 0<x

IA

T

L uw(0,t) = a(t), ulmt)=b(t) : 0<t<T

Wir suchen eine Losung mit Hilfe des Produktansatzes
ulx,t) = p(x) - q(v).
Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung ergibt

p(x)q(t) = q(t)p”(x)

und damit

q(t) _ p"(x)

q(t)  p(x)

fir p(x) £ 0 und q(t) # 0.
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Losungen mittels Produktansatz
In der Gleichung

q(t) _ p"(x)
o (p(x) # 0, q(t) #0)

steht
e auf der linken Seite ein Term, der nur von t abhangt,

e auf der rechten Seite ein Term, der nur von x abhangt.

Daraus folgt
q(t) _ p"(x)

— = — const. =;: —d

q(t)  p(x)

Wir erhalten also die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

q(t)+6q(t)=0 und  p"(x)+6p(x)=0.
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Losungen mittels Produktansatz
Die allgemeine Losung der Gleichung q(t) + & q(t) = 0 ist gegeben durch

q(t) = coe 2.
Die Losung der Gleichung p”(x) + 0 p(x) = 0 hdngt von der Konstanten & ab:
e Fiir 6 =0 lautet die allgemeine Losung
p(x) =c1x + cy.
e Fiir 6 < 0 lautet die allgemeine Losung
p(x) =cre VX 4 ¢ evIdix,

e Fiir d > 0 lautet die allgemeine Losung

p(x) = ¢y sin(vV6x) + ¢ cos(Vdx).
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Losungen mittels Produktansatz

Ohne Beriicksichtigung der vorgegebenen Anfangs- und Randbedingungen
erhalten wir liber den Produktansatz folgende Losungsklassen.

u(x,t) = co e ot. (c1x +c2)
ulx,t) = coe - (creT VX 4 cpeVItlY)
u(x,t) = coe " (c1sin(V8x) + ¢z cos(Vx)).

Die vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen lauten

LL(X, O) — Uo (X)> LL(O, t) — a(t)a LL(T[T, t) — b(t)

Fazit: Die Parametermenge {co,c1,c2, 8} kann gegebene Anfangs— und
Randdaten ug(x), a(t), b(t) im Allgemeinen nicht beschreiben. Der
Produktansatz liefert nur bei speziellen Anfangs— und Randbedingungen eine
explizite Losung. ]
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Ein Beispiel zum Produktansatz

Beispiel: Gegeben sei das eindimensionale Anfangs-Randwertproblem

’

U = Uyy C 0<x<mO<t<sT
§ u(x,0) = sinx  0<x<m
u0,t) = 0, ulmt)=0 : 0<t<T

\

Aufgrund der vorgegebenen Randbedingungen fallen grundsatzlich die ersten
beiden Losungsklassen aus. Es bleibt also

w(x,t) = coe %t (cysin(vVdx) + ¢5 cos(V8x))
Wegen der Vorgabe u(x,0) = sinx erhalten wir die Losung
u(x,t) =e ‘sinx

Das Beispiel sieht etwas kiinstlich aus, ist es aber nicht!
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Das Superpositionsprinzip

Jede Losung der Form

2

u(x,t) = bre * sin(kx) mit k € Z

erfiillt die homogenen Randbedingungen u(0,t) = u(m,t) = 0.
Eine Uberlagerung

Zbke Kt sin kX)

ergibt die Anfangsbedingung

— Z by sin(kx)
k=1

Fiir eine gegebene Anfangsbedingung uo(x) ist die rechte Seite eine
Entwicklung in eine Fourier-Reihe, d.h.

= Z by sin(kx).
k=1
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5.2 Die Fundamentallosung

Definition: Die Funktion

1 iz n
O(x 1) =4 Grze T s xERLES0
0 : xeRYt <O
heit Fundamentalldsung der Warmeleitungsgleichung. L]

Insbesondere ist die Fundamentallosung normiert, d.h. fiir alle t > 0 gilt

J ) D(x,t)dx = 1.

Bemerkung: Die Fundamentallosung besitzt fiir t =0 und x = 0 eine
Singularitat. Mit @(x,t) lasst sich eine Losung fiir das Cauchy-Problem
angeben:

u—Au=0 inR"™ x (0, 00)

u=g auf R™ x {0}
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Losung des Cauchy-Problems

Mit Hilfe von @ (x,t) lasst sich fiir das Cauchy-Problem
uy—Au=0 inR"™ x (0, 00)
u=g auf R™ x {0}
eine Losungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegrals angeben:

ubxtl = | O(x-ygly)dy

] Cx—yll?

— S gly)d
el IR (L

Zur Herleitung der Fundamentallosung fiir x € R: Ist u(x, t) eine Lésung von
Ut = Au, so ist w(Ax, A?t) fiir alle A € R ebenfalls eine Lésung der

Warmeleitungsgleichung. []
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Herleitung der Fundamentallosung fiir x € R

Ist u(x,t) eine Losung von uy = Au, so ist u(Ax,A%t) fiir alle A € R ebenfalls
eine Losung der Warmeleitungsgleichung.

Ansatz: Wir suchen daher eine spezielle Losung in der Form

u(x, t) = t]17v (t%) .

Man berechnet nun

| X
ue(x,t) = —=t3/2.v—Z .73 71/

2 2

W) = V22

Uy (X, 1) = 772",
Daraus folgt
1 —3/2 X oi=2 —3/2 .\,
ut_uxx:_i't 'V—E-t v —1 v = 0.
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# KAPITEL 5: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG TUHH

Fortsetzung der Herleitung
Wir erhalten also mit r = x/+/t die Gleichung zweiter Ordnung

1 Ty no_
z\)"_zv + Vv = Q.

Umschreiben ergibt

1 1
(V,)/+§(W)/:O — \)/—|—§T\):CER.

Nehmen wir nun folgende Grenzbeziehungen an

lim v(r) = lim v/(v) =0,
T—00 T—00

so folgt ¢ = 0, und die Gleichung lautet

1
v’:—irv =  v(r)=be /4

Eine explizite Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung ist damit

1 _x2
D(x,t) = 4ﬂte at,
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# KAPITEL 5: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG TUHH

Losungsdarstellung mit der Fundamentallosung

Satz: Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen

Anfangsbedingungen

( u—Au=1f in R™ x (0, c0)

\

\ u=0 auf R™ x{t =0}

besitzt die Losung
rt
u(x,t) = J O(x—y,t—s)f(y,s)dyds
Jo Jrn
rt 1 o2
— J e_%f(y s)dyds

Jo (47t(t —s))™/2 Jgn ’ '

Mit dem Duhamel’schen Prinzip laBt sich dann auch eine Losung des
inhomogenen Cauchy—Problems mit allgemeinen Anfangsbedingungen angeben.
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# KAPITEL 5: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG TUHH

Das Duhamel’sche Prinzip

Satz: Die Funktion
ukﬁm%=J O(x —y, t —s)fly, s)dy
RTL

|6st das Problem

ug(-;s)—Au(-;s) = 0 in R™ x (s, 00)
u(-;s) = f(-;s) auf R™ x{t=-=s}
Man erhalt dann die Losung der inhomogenen Gleichung durch Integration
liber s:
t
u(x,t) = J u(x, t;s) ds.
0

Das inhomogene Anfangswertproblem mit allgemeinen Anfangsbedingungen
u(x,0) = g(x) besitzt daher die Losung

t

®u—yﬂm0My+J

u(x, t) :J J O(x —y,t—s)f(y,s)dyds.
O n

n

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II TUHH, SOMMERSEMESTER 2020 (© ARMIN ISKE o7



# KAPITEL 5: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG TUHH

5.3 Losungen der Warmeleitungsgleichung

Analog zur Laplace-Gleichung erfiillen Losungen der Warmeleitungsgleichung
Mittelwertformeln, die allerdings weniger anschaulich sind:

Sei U C R™ offen und beschrankt, T > 0 fest. Dann nennt man die Menge
Uy :=U x (0, T]
den parabolischen Zylinder und
Mri=Ur \ Ur

den parabolischen Rand.

Fiir festes x € R™, t € R und r > 0 sei die Menge E(x, t;r) gegeben durch

=

1
E(x,t;7) := {(y,s) ceR"™! . s<t, O(x—y,t—s)> —}
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# KAPITEL 5: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG TUHH

Mittelwerteigenschaft der Warmeleitungsgleichung

Bemerkung:

e Der Rand von E(x, t;1) ist gerade eine Hohenlinie der Fundamentallésung
O(x—y,t—s).

e Man nennt die Menge E(x,t;T) auch Warmekugel (engl.: heat ball).

Mit Hilfe von E(x, t;r) erhdlt man folgende Mittelwerteigenschaft.

Satz: Ist u € C7(Ut) eine Lésung der Wirmeleitungsgleichung, so gilt

1 [x ylz
wx.t) = — LN AN dyd

fiir jede Menge E(x,t;1) C Ur. ]

Aus der Mittelwerteigenschaft kann man wie bei der Laplacegleichung

Maximumprinzipien herleiten.
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# KAPITEL 5: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG TUHH

Maximumprinzipien der Warmeleitungsgleichung
Aus der Mittelwerteigenschaft kann man folgende Maximumprinzipien herleiten.

Satz: Sei u € C%(UT) N C(Ut) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung in Ur.
Dann gilt

e Das Maximum von u(x,t) liegt stets auf dem parabolischen Rand, d.h.

max u(x,t) = max u(x,t)
(x,t)eUT (x,t)elr

e Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt (xg,to) € Ut mit

U(Xo,to) — Mmax LL(X,t)
(x>t)€uT

so folgt, dass u auf U, konstant ist.
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# KAPITEL 5: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG TUHH

Warmeleitungsgleichung: Eindeutigkeit der Losung

Satz: Das Anfangsrandwertproblem auf dem beschriankten Gebiet U

( u —Au=1f in Uy

\ u=g aufly

mit stetigen Funktionen f und g besitzt maximal eine Losung u in
Ci(Ur)NC(Ur).

Beweis: Sind u und 1t zwei Lésungen, so |6sen die beiden Funktionen
W1/2 = :|:(LL — fL)

die homogene Warmeleitungsgleichung mit homogenen Randbedingungen. Nach
dem Maximumprinzip gilt dann, dass wy /, identisch verschwinden, d.h. es gilt

~

u = 1u. H
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# KAPITEL 5: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG TUHH

Das Anfangswertproblem auf dem Vollraum R"
Satz: Das Anfangsrandwertproblem
u—Au=1f inR™ x (0,T)
u=g aufR™ x{t=0}

auf dem Vollraum R™ mit stetigen Funktionen f und g besitzt unter der
zusatzlichen Wachstumsbedingung

u(x, t) < Ae™™  mit A,a >0
maximal eine Lésung u € C#(R™ x (0, T)) NC(R™ x [0, T]). ]
Beispiel: In der Tat kann man zeigen, dass fiir das Cauchy-Problem
u =Au inR™ x (0,T)
u=0 aufR™ x{t=0}

unendlich viele Losungen existieren. Nur die Nulllosung erfiillt die angegebene
Wachstumsbedingung; alle anderen Losungen wachsen rapide an. []
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# KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG TUHH

6 Die Wellengleichung

In diesem Kapitel berechnen wir Losungen der Wellengleichung
Uiy —Au =0

sowie der inhomogenen Wellengleichung
U —Au="°F

unter Vorgabe geeigneter Anfangs- und/oder Randbedingungen. Dabei
bezeichnet t > 0 die Zeitvariable und x € U, fir U C R™ offen, die

Ortsvariable.

Wir suchen also eine Funktion u: U x [0,00) — R, u = u(x,t), wobei der
Laplace-Operator auf die Ortsvariable x = (x1,...,%n)" wirkt.

Fiir die inhomogene Gleichung bezeichnet die rechte Seite f = f(x,t) eine
gegebene Funktion f: U x [0,00) — R.
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6.1 Die Formel von d’Alembert

Wir untersuchen zunachst eine direkte Methode zur Losung des
eindimensionalen Anfangswertproblems

utt—uXX:O in R x [0,00)
u=g,uy =h auf R x{t =0},
wobei g, h vorgegebene Anfangsbedingungen sind.

Erste Beobachtung: Die Differentialgleichung lasst sich wir folgt faktorisieren.

9 N[ _ BN
ot ox /) \ot ox /)T Mt T e T

Setzen wir nun
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so erhalten wir eine Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten
Vi (X, t) +vx(x,1) = 0.
Die Losung dieser Gleichung lautet
vix,t) = a(x —t)

und erfiillt die Anfangsbedingung

v(x,0) = a(x).
Wegen
V(X)t) — (aat — aaX) LL(X, t)

ist w(x,t) demnach die Losung der inhomogenen Transportgleichung

Uy — Uy, = a(x —t).
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i KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG

TUHH

Herleitung der Formel von d’Alembert

Nach den Methoden aus Kapitel 2 erhalten wir

u(x, t) Jt a(x+ (t—s)—s)ds +u(x+1t,0)

0
rX+t
a(y)dy +u(x +t,0)
x—t
rX+t

(&

a(y)dy + g(x +t)

N = N =

Jx—t
Diese Losung soll nun die Anfangsbedingung
ut(x,0) = h(x)

erfullen. Man berechnet

1

ue(x,t) = 3 (a(x+1t)+a(x—1t))+g'(x+t).
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i KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG

TUHH

Fortsetzung der Herleitung

Man berechnet

1

Ue(x,t) = 5 (a(x+t)+alx—1t))+g'(x+1)

und damit

u(x,0) =a(x)+g'(x) =h(x) = alx)=h(x)—g'(x).

Also folgt
] rx+t
u(x,t) = = (h(y) —g'(y)) dy + g(x + t)
zdx—t
1 [x*t 1 1
= 3 hiyldy —5gx+1)+ 7g(x —t) +g(x + 1)
Jx—t

Damit haben wir eine explizite Losung der Wellengleichung berechnet.
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Komplettierung der Losungsformel von d’Alembert

Wir erhalten aus der Beziehung

] et ] ]
u(x,t):—J h(y)dy — —g(x+1) + ~g(x —t) + g(x + 1)

2] . ) 2
demnach

1 1 x+t
ux,t) = 5 (glx-+ 1)+ glx—t) + 3 | hiy)dy.

Diese Darstellung nennt man die Formel von d’Alembert.

Bemerkung: Damit diese Losung u(x,t) tatsiachlich eine differenzierbare
Losung der Wellengleichung ist, miissen wir beziiglich der Anfangsbedingungen
die Bedingungen

ge C*’(R) und heC'(R)

fordern. (]
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i KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG

TUHH

Ein Beispiel zur Formel von d’Alembert

Beispiel: Wir betrachten das Cauchy-Problem

utt—uXX:O inRX[0,00)

u=sinx,uy = cosx auf R x{t =0}

Nach der Formel von d'Alembert ergibt sich:

] . . 1 x4+t
u(x,t) = E(sm(x—l—t)—ksm(x—t))—l—EJ cos(y)dy
= %sin(x+t)+sin(x—t))
—|—% (sin(x +t) —sin(x —t))
= sin(x +t).
]
100
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# KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG TUHH

Die Reflektionsmethode fiir R, = {x > 0}

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbraum R, :

( utt—uXX:O In R+X(0,00)

§ u=g, uy=h aufR,_ x{t=0}

u=0 auf{x=0}x(0,00)

\

mit vorgegebenen Funktionen g und h mit g(0) = h(0) = 0.

Frage: Konnen wir die Losung des Halbraumproblems mit Hilfe der Losung
eines Ganzraumproblems berechnen?

Idee: Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und verwende
die Formel von d'Alembert. Definiere eine Funktion {i(x,t) fir x € R und t > O:

u(x,t) firx > 0,t >0
u(x,t) :=
—u(—x,t) firx <0,t > 0.
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i KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG

TUHH

Fortsetzung der Reflektionsmethode

Analog werden die gegebenen Anfangsdaten reflektiert:

/

g(x) furx >0

gix) = <« ]
—g(—x) furx <0

h(x) firx >0

h(x) = A )
—h(—x) furx <0

\

Damit erhalten wir fiir die Funktion 1t das Anfangswertproblem

ﬁtt—ﬁXX:O inRX(0,00)

~

i=§, i, =h aufRx{t=0}

und nach der Losungsformel nach d'Alembert gilt

_ ] _ _ 1 X+t
uu¢r=§mu+ﬂ+gufwn+zj'umm+
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# KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG TUHH

Fortsetzung der Reflektionsmethode

Fiir x > 0 gilt per Definition

u(x,t) =(x,t).

In der Formel von d'Alembert ist aber eine Fallunterscheidung notig.

Fall 1:1st x >t > 0, so folgt x —t > 0 und daher

1 _ _ 1r~x+t~
u(x,t) = 2(9(X+t)+9(x—t))+z h(y)dy
Jx—t
1 1r‘x—|—t
= = (gx+t)+gx—t))+ = h(y)dy
2 ZJx—t

denn fiir positive Argumente stimmen die Funktionen g und § beziehungsweise
h und h iiberein.
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# KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG TUHH

Fall 2: I1st 0 < x <1, so folgt x —t < 0 und daher

1 _ _ 1 x4+t N
ubot) = 3 ExFOFGx-0) 45| Ry

10 . 1X+t
(gix+t)—gl~(x—t)+ 5 | Rydy+;| Ry

N —

N —

1 t—x 1 x+t
(gbx+t)—glt—x)) =3 | hlydy+3 | nway

1 x4+t
(g(x+t)—g(t—x))+—j h(y)dv.

N —
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i KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG

Komplettierung der Reflektionsmethode

Gesamtlosung: Wir erhalten also als Losung des Ausgangsproblems

( x+t
1(g(x—kt)+g(x—t))+%J h(y)dy firx>t>0

2
x—t

u(x,t) =

1 (g(ert)—g(‘c—x))Jr%rjuE h(y)dy fir0<x<t

2
\ —x+t

Beispiel: Die Losung des Anfangsrandwertproblems

( Ut — U =0 in Ry x (0, 00)

¢ u=0, uy =sinx auf R, x{t =0}

u=0 auf{x=0}x (0, 00)

lautet

u(x,t) = %(cos(x — 1) —cos(x +1)).
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# KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG TUHH

6.2 Losung der Wellengleichung durch spharische Mittelung

Wir betrachten nun den hoherdimensionalen Fall n > 2 und suchen eine Lésung
fiir das Anfangswertproblem

utt—Auzo In RnX[0,00)
u=g,uy =h auf R™ x{t =0}
Idee: Leite durch geeignete spharische Mittelungen eine vereinfachte

Differentialgleichung ab, die dann eine explizite Losungsformel fiir die
hoherdimensionale Wellengleichung liefert.

Fir x € R™, t > 0 und r > 0 definieren wir den Mittelwert von u(x,t) liber
die Sphare 0B(x, 1),

UG, t) = ]faB( uly, 04s(y)
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i KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG

TUHH

Losung durch spharische Mittelung

Weiter sei
)

G(x1) = g(y)dS(y)
< unaB(x,r)

H(x;T) + h(y)dS(y)
\ v aB(X,T)

Satz: Sei x € R™ fest und u eine Losung der obigen Wellengleichung. Dann [6st

U(x;1,t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung (kurz: EPD Gleichung)

1
utt—uﬂ.—“TuT —0 inR, x (0,00)

U=G, U, =H aufR, x{t=0)

Beweis: Nach einer fritheren Beobachtung aus Abschnitt 4.2 gilt

T

mumﬂzg}()Awwﬂ@.
B(x,r
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Fortsetzung des Beweises
Da u eine Losung der Wellengleichung ist, folgt

T
U, (x;1,t) = — ][ Ui (y,t) dy
N JB(x,r)
und damit :
n—I1
U, = .
T () J Ui dy

B(x,r)

Daraus folgt aber

(Tn_] UT)T = J uttdS = Tn_] J’ uttdS = Tn_] Utt.
0B (x,r)

0B (x,1)

n«(n)

Fassen wir dieses Ergebnis zusammen, so lost U in der Tat die EPD-Gleichung

— 1
utt _urr — nTur = 0.
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Die Kirchhoffsche Formel fiir n =3

Satz: Die Lésung des Anfangswertproblems fiir die Wellengleichung in drei

Dimensionen lautet

u(x, 1) = J[aB( (h(y) +9(y) + Dgly) - (y ~ ) aS(y

mit x € R3 und t > 0.

Beweis: Die Herleitung erfolgt iiber die Euler-Poisson-Darboux Gleichung:

Wir definieren zunichst

~

U:=ru, G:=rvG, H:=rH.

Dann gilt

- 2 ~
Uie =1l =17 (urr + ;ur) =1l +2U, = (U +1U; )7 = Uy,
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t KAPITEL 6: DIE WELLENGLEICHUNG TUHH
Fortsetzung des Beweises
Also 16st U das Anfangswertproblem
( ﬂtt — ﬂrr =0 in R+ X (O, OO)
¢ U=G, U =H aufRy x{t=0}
\ U=0 auf{r=0}x{t=0}
Mit der Losungsformel fiir das Halbraumproblem folgt fiir 0 < r < t die
Darstellung
1 ] T+t
U(x;1,t) = 5 [é(r—l—t) — é(t—r)} +5 J H(y)dy
—T1+t
Da U(x;7,t) aus u(x,t) durch sparische Mittelung entsteht, gilt
u(x,t) = lim U(x;r, t).
r—0
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Fortsetzung des Beweises

Mit der Definition von U ergibt sich

~

u(x,t) = lim Ul t)
! r—0 T
Grrt)—Gt—r) 1 [
r+t)—Glt—r ~
— ~— | A
r[)no 2r +2T‘ J (y)dy
—r+t

G'(t) + H(t)

Verwendet man die Definitionen von G und H, so erh3lt man

0
3 (tG(x;t)) + tH(x;t)

0
— |t ][ gdS | +t J[ hds.
ot OB (x,t) OB (x,t)

u(x,t)
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Komplettierung des Beweises

Nun gilt
f o gasty) =f  ghx+tz)ds(z
OB (x,t) oB(0,1)
und damit
3 .
el ][ gdS — 1 Dg(x + tz) - zdS(z)
ot OB (x,t) JoB(0,1)
— X
- Dg(y)-(”t )dS(y).
JOB(x,t)

Setzen wir dies in dies in die letzte Gleichung auf der vorgehenden Seite ein, so
erhalten wir — nach Umsortierung — die Kirchhoffsche Formel:

u) = oaty)- (S asty)

+][ 9(y)dS(y) +J[ thds(y).
aB(X,t) aB(X)t)
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Die Poissonsche Formel fiir n = 2

Satz: Die Losung des Anfangswertproblems fiir die Wellengleichung in zwei
Dimensionen lautet:

] tg(y) + t2h(y) + tDg(y) - (y — x)
ubo,t) = 2 ][B(x,t) (t2 =y —x|?)1/2

dy

fir x € R? und t > 0.

Beweisidee: Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das
dreidimensionale Anfangswertproblem und nimmt zusatzlich an, dass die Losung
nicht von der dritten Ortskoordinate x3 abhange. []

Bemerkung: Nach einem zur Herleitung der Kirchhoffschen Formel analogen
Prinzip, d.h. unter Verwendung der Euler-Poisson-Darboux Gleichung und
geeigneten Definition von U, lassen sich Lésungsformeln fiir das
Anfangswertproblem der Wellengleichung im R™ ableiten. []
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7 Fourier-Methoden

Wir untersuchen allgemeine Fourier-Methoden zur (approximativen) Ldsung von
Anfangs-, Randwert- und Anfangsrandwertaufgaben.

7.1 Beispiel: Fourier-Methoden bei gewohnlichen DGLs

Gegeben sei das eindimensionale Randwertproblem:

d?u .

—T@ = f(X) furO<X<l
u0) = 0
u(l) = 0

Anwendung: Die Losung u beschreibt die Gleichgewichtslage eines
eingespannten hangenden Seils mit Spannung T und extern angreifender Kraft f.
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# KAPITEL 7: FOURIER-METHODEN TUHH

Fourier-Methoden bei gewohnlichen DGLs

Wir betrachten zunachst den Spezialfall

N
. /MTTX
f(X) = Z Cn SIN (T)
n=1
mit vorgegebenen Koeffizienten cq,...,cN.

Die Inhomogenitat f(x) erfiillt insbesondere die homogenen Randbedingungen
f(0) =f(1) =0

und wir suchen daher eine Losung des Randwertproblems in der Form

u(x) = i b, sin (nTm>
n=1

Damit sind die homogenenen Randbedingungen fiir beliebige
Losungskoeffizienten by,...,bn € R erfiillt und wir versuchen diese
Koeffizienten so zu bestimmen, dass u eine Losung der vorgegebenen DGL ist.
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Fourier-Methoden bei gewohnlichen DGLs
Einsetzen in die DGL ergibt:

AR [Py n7x A n7x
> T basin(50) = X ensin (517)

Fiir die Koeffizienten by,..., by gilt also
~ lcn
- Tm2n2’

und wir erhalten demnach als Losung des Randwertproblems

bn n=1,...,N

1%c,, . (TLTCX)

Fiir die Inhomogenitat f(x) = sin(7tx) — 2sin(27tx) + 5sin(37tx) und 1 =T =1
lautet die Losung

1T . | .
u(x) = - sin(7tx) — 5.2 sin(27tx) + o2 sin(37tx).
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Fourier-Methoden bei gewohnlichen DGLs

Der allgemeine Fall: Approximiere f(x) durch eine endliche Fourier-Reihe

f(x) = i C,, sin (nTm>
n=1

mit den Fourier-Koeffizienten

) l
cn:IJOf(x)sin<nTm) dx firm=1,...,N

Erinnerung (Analysis Il): Eine approximative Losung des Randwertproblems
mit Inhomogenitat f(x) ist dann gegeben durch

AR PR n7mx
u(0) = 3 s sin ().
n=1
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Fourier-Methoden bei gewohnlichen DGLs
Beispiel: Wir betrachten das Randwertproblem
dZ
_Eg = x, 0<x<I1
u0) = 0
u(l) = 0
Die exakte Losung |aBt sich durch Integration berechnen:
Xz X3
u’(x) =3 +a = u(x) =—7 +ax+b
Mit den Randbedingungen u(0) = u(1) = 0 folgt
S 1
u(x) = —% -+ oX = gxﬂ —x2).
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Fourier-Methoden bei gewohnlichen DGLs

Wir berechnen nun zunichst die Fourier-Koeffizienten der Funktion

also

]
3
]

=

1 1
2(—1 n—+
Cn = ZJ x sin(n7mx) dx =1 ,
0 n7t

Damit ergibt sich eine approximative Losung in der Form

N

Cn 2 ] n+1 _
un (x) = ; 3.2 sin(n7rx) ; 3.3 sin(n7x).
Zum Beispiel erhalten wir
2 ] 2 | B
ug(x) = 3 sin(7tx) — 13 sin(27tx) + 7773 sin(37tx) — 39,03 sin(47x).
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Fourier-Methoden bei gewohnlichen DGLs

Frage: Wie gut ist die approximative Losung?

Antwort: Berechne dazu die Fourier-Koeffizienten der exakten Losung

1

u(x) = gx(l —x?).

Mit der Fourier-Reihe

N
un(x) = Z an sin(n7mx)
n=1

erhalten wir fiir die Fourier-Koeffizienten die Darstellung

1
an:zj
0

Dies sind aber gerade die Fourier-Koeffizienten der approximativen Lésung!

2(_1)n+1
n3md

x(1 —x?) sin(nmx) dx =

| —
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7.2 Fourier-Methoden fiir die Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten folgendes Anfangsrandwertproblem der Warmeleitungsgleichung

(

U —Uxx = f(x,1)  0<x<LO0<t<T
¢ ulx,0) = gx) : 0<x<1
u(0,t) = u(l,t)=0 : 0<t<T

\

und suchen eine Losung in Form einer Fourier-Reihe, also

u(x,t) = i an (t) sin (nTmc)
n=1

Bemerkung: Da wir nur Sinus-Funktionen in der Fourier-Reihe verwenden, sind
die vorgegebenen homogenen Randbedingungen automatisch erfiillt.
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Fourier-Methoden fur die Warmeleitungsgleichung

Fiir die Fourier-Koeffizienten der Fourier-Reihe gilt wiederum
2 [ n7x
an(t) = —J u(x, t) sin( 1 ) dx.

Gleichzeitig konnen wir die Inhomogenitat f(x,t) in einer Fourier-Reihe

sin (1)

cn(t) = %J; f(x,t)sin (n7lrx> dx

Wir berechnen nun die Orts—- und Zeitableitungen des Losungsansatzes:

Z an (t) sin (n_ﬂx) .

darstellen

x
c-l-
|||\’]8

mit
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Fourier-Methoden fur die Warmeleitungsgleichung

Die Berechnung der Orts- und Zeitableitungen ergibt

0

ou da,, . /MTTX
ot = X g ()

0 il T T
Wi = 5 o (")

32 00 272
—aXLZL(X,t) = —T; (1n(t)nl;T sin (_nitx>.

Daraus folgt

= /day, n?mw?\ . /nmnx
U — Uyy = Z (F(t) + an(t) 2 ) sin (T) :
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Fourier-Methoden fur die Warmeleitungsgleichung

Durch Gleichsetzen mit der Fourier-Reihe von f(x, t) erhalten wir ein System

gewohnlicher Differentialgleichungen der Form

da,, n2m?

F(t) + an(t) 2

— Cn(t)

Die Anfangsbedingungen aq(0), a>(0),... ergeben sich aus der
Anfangsbedingung u(x,0) = g(x):

g(x) = i b, sin (nTm) mit b, = %J: g(x) sin (nTTtx> dx
n=1

und daher gilt
an(0) =b, firmn=1,2,...

Damit erhalten wir ein Anfangswertproblem fiir ein lineares System gewohnlicher

Differentialgleichungen, das zudem entkoppelt ist.
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Fourier-Methoden fur die Warmeleitungsgleichung

Die Losung lasst sich also direkt angeben:

an(t) = b exp (—nZWZ -t) + Jt exp (—nZth (t— s)) Cn(s)ds.

12 o 12

Beispiel: Wir betrachten das homogene Anfangsrandwertproblem

’

U = Uyy  0<x<H0,0<t<ST
y u(x,0) = 5—%|x—25| . 0<x <50
u(0,t) = udbo,t)=0 : 0<t<T

\

Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten von g(x) =5 — %Ix — 25| ergibt

1 ° 1 . /MTIX 40 . /nm
bTL — E JO (5 — g|X—25|> SIn (w) dx = 272 SIn (7) .
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Fortsetzung des Beispiels

Da wir eine homogene Warmeleitungsgleichung betrachten, folgt

40 . /nm n2m?
an(t) = n2m? > (7) P 2500 't

und die Losung als Fourier-Reihe lautet

1 £ () on (229

n=

Beobachtung:

e Fiir festes T > O fallen die Fourier—Koeffizienten a,, (t) der Losung
exponentiell flir n — oo ab. Hohere Werte fiir n beschreiben gerade die

hoheren Frequenzen in der Losung.

e Fiir festes n fallen die Fourier-Koeffizienten exponentiell fiir t — oo ab. Das
Abklingen ist umso schneller, je groBer n ist. Fiir groBe Zeiten beschreiben
wenige Terme der Fourier-Reihe die exakte Losung sehr gut.
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Ein weiteres Beispiel
Wir betrachten das inhomogene Anfangsrandwertproblem
(ut—uxx = X C O0<x<,0<t<T
T u(x,0) = 0 : 0<x<1
. w0, t) = u(lt)=0 : 0<t<T
Dann gilt mit den Bezeichnungen von oben
1 n+1
cn(t) = cn :2( )
n7t
und damit
t
1 n+1 1 n+1
an(t) = ZJe“ZT‘Z(tS) =) ds = 2( 3) 2 (1 — e_“zﬂzt) .
nr7t n-7t
0
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Allgemeinere Randbedingungen

Bis jetzt haben wir nur Anfangsrandwertprobleme mit homogenen
Randbedingungen betrachtet,
(ut—uxx = f(x,t)  O0<x<,0<t<T

0<x<1

\ u(x,0)

|
@@
Kad

u0,t) = uwlt)=0 : 0<t<T

\

Frage: Was passiert bei

e cinseitig Neumannschen Randbedingungen der Form

a_u
0x

e periodischen Randbedingungen der Form

w(0,1) = 0, (L,t) =07

ou ou
U(O,t) — u(1>t)> &(O>t) — &(ht) ?
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Neumannsche Randbedingungen

Wir betrachten zunichst das Anfangsrandwertproblem

p

U — Uy = flx,t) @ O0<x<LO<t<T
u(x,0) = g(x) 0<x<1
< u(0,t) = 0  0<t<ST
u(l,t) = 0 . 0<t<T.

Bemerkung: Beschreibt die Funktion wu(x, t) eine orts- und zeitabhangige
Temperaturverteilung, so bedeutet

e die Bedingung u(0,t) = 0, dass das linke Ende des Intervalls [0, 1] mit
einem unendlich groBen Eisbad in Kontakt steht,

e die Bedingung u,(l,t) =0, dass am rechten Ende kein Warmefluss nach
rechts existiert, d.h. das rechte Ende des Intervalls ist perfekt warmeisoliert.
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Neumannsche Randbedingungen

Die Fourier-Reihe
/N7
-3 anlen (")

kann keine Losung sein, denn unabhanglg von den (zeitabhingigen)
Koeffizienten gilt dann stets

u(0,t) =u(l,t) =0.

Alternativer Ansatz: Die im Problem vorgegebenen Randbedingungen
u(0,t) =0, u,(l,t) =0
werden zum Beispiel durch die Funktion

u(x,t) =sin (7;{)

erfullt.
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Neumannsche Randbedingungen

Diese Funktion beschreibt gerade eine Viertel-Sinuswelle.

Funktionen mit hoheren Frequenzen erhalten wir, wenn wir daran Vielfache einer

halben Sinuswelle anhidngen, also

k
sin (ﬂx 7tx> mit k € N.

21 i l
Die Funktionen hoherer Frequenzen sind dann von der Form

u(x,t) =sin ((Zn ;11 )ﬂx)

Ein Losungsansatz fiir das vorgegebene Anfangsrandwertproblem, der
automatisch die vorgegebenen Randbedingungen erfiillt, lautet damit

u(x, t) = ni a, (1) sin ((2“ ;11 m) .

mtneN. n>2.
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BEiSpiE': Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

2

U = Uxy  0<x<50,0<t<T
u(x,0) = 5—1x—25 : 0<x<50
| u(0,t) = 0  0<t<T
| w(50,t) = 0 : 0<t<T

Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten von g(x) =5 — %Ix — 25| ergibt

| ] (2n — 1)mx
b 25 Jo (5 5|X 5|> - ( 100 ) dx

80(—v/2sin(nm/2) + V2 cos(nm/2) — (—1)M)
2.(2n — 1)2
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Fortsetzung des Beispiels

Mit dem Losungsansatz

u(x, t) = ni a, (1) sin ((2“ ;11 )”X)

erhalten wir durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung und

Koeffizientenvergleich mit der Fourier-Reihe von g(x) die Gleichungen

da, (2n—1)?n?

i T 4502 4 =0

an (O) = bn

firm=1,2,....
Die Losung dieser Differentialgleichung lautet dann
(2n — 1)%7?
an(t) =bpe 10000
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Beidseitige Neumann-Randbedingungen

Sind beide Enden warmeisoliert, so haben wir das Anfangsrandwertproblem

/

U — U = Tlx,t) @ 0<x<lO0<t<T
u(x,0) = g(x) . 0<x<1
< U (0,t) = 0 . 0<t<T
u(l,t) = 0 . 0<t<T

. - -

Jetzt erfiillen die Funktionen

u(x,t) =1 und u(x,t) = cos (?)

die vorgegebenen Neumannschen Randbedingungen.

Ein Losungsansatz lautet damit

u(x, ) + Zb ) cos (me) .
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Beispiel
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem
( U = Uy  0<x<H0,0<t<T
u(x,0) = 5——|x 25| : 0<x <50
\
u,(0,t) = 0 0t T
u,(50,t) = 0  0<t<T
Mit dem Losungsansatz
> nmx
u(x,t) =bo(t) + Z b (t) cos (¥>
n=I1
ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung
dbo n2m? n7mx
; ( 502 bn(t)> cos (ﬁ) = 0.
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Fortsetzung des Beispiels
Das System gewohnlicher Differentialgleichungen lautet dann

db, db,, n2m?
—(t) =0 d — (t
a Y i it VT 502

Um die zugehodrigen Anfangsbedingungen festzulegen, bestimmen wir die
Fourier-Reihe der Anfangsbedingung g(x), d.h.

bn(t) =0

n7x )

g(x )—do—I—Zd cos(50

n=1

mit den Fourier-Koeffizienten

1 (50
doy = = g(x) dx
JO
7 (50 n7mx
d, = %do g(x)cos(ﬁ) dx
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Komplettierung des Beispiels

Man berechnet

5

2

20(2cos(nmt/2) — 1 — (—1)™)
n27m?

do =

dn =

Die Koeffizienten bg(t), bi(t),... ergeben sich damit als
b, (t) = d,e Mt

mit

und die Losung lautet

u(x,t) = do + Z dne 't cos (nS—T(;X)

n=I1
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Periodische Randbedingungen
Wir betrachten periodische Randbedingungen und das folgende
Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [—1, 1]
(ut—uxx = f(x,t)  —l<x<,0<t<T
< u(x,0) = g(x) . —1<x<l1
u(—Lt) = u(l,t) : 0<t<ST
u(—Lt) = u(lit) : 0<t<T
Periodische Funktionen auf dem Intervall [—1,1] sind
1
P(x) ==, WP(x)=-cos (n_mc) und P(x) = sin (n—m)
2 l l
Ein Losungsansatz mit Hilfe von Fourier-Reihen ist damit
u(x,t) = ap(t +Z (an cos (n?x)%—b (t) sin (nTTEX))
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Periodische Randbedingungen
Mit den Reihenentwicklungen
f(x,t) = co(t)+ni (enlt)cos () +dn(t)sin (=)
0 = 0+ 3 (poes (%) g ()
ergeben sich die gewohnlichen Differentialgleichungen
() = colt
O
Ln 1)+ X bu(t) = dult
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Periodische Randbedingungen
Die zugehorigen Anfangsbedingungen lauten

(10(0) = Po, an(o) = Pn, bn(o) = (Jn

Beispiel: Fiir das Anfangsrandwertproblem mit periodischen Randbedingungen

( Ut —Uxx = R—OX(XZ—TEZ) < x<mMO0<t<T
u(x,0) = 25 < x<T
< u(—mt) = u(mt)  0<t<T
\ Uy (—mt) = u,(mt) - 0<t<T

ist die Fourier-Entwicklung der Losung gegeben durch

2 12(=1)"
u(x,t) =25+ ) 1(On5)

n=1

(1 — e_“zt) sin(nx).
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7.3 Fourier-Methoden fiir die Wellengleichung
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem
(utt—uxx = f(x,t)  O0<x<l,Oo<t<T
u(x,0) = g(x)  0<x<l1
<
ui(x,0) = h(x) . 0<x<1
u(o,t) = uw(lt) =0 : 0<t<T
und suchen eine Losung in der Form
= . /M7X
-3 anlen (")
n=
Die Fourier-Reihen fiir f(x,t), g(x) und h(x) ergeben DGLs fiir die
Losungskoeffizienten a;i(t), 1=1,2,..
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Beispiel: Die Losung des Anfangsrandwertproblems

’

Uit —Uxx = O  0<x<LOo<t<T
u(x,0) = g(x) . 0<x<1
< ui(x,0) = h(x)  0<x<l1
u0,t) = u(lt)=0 : 0<t<T

ist gegeben durch

ubyt) = 3 foncos ("71t) + St sin () bsin (T
n=I

Dabei sind b,, die Fourier-Koeffizienten der Entwicklung der vorgegebenen
Anfangsbedingung u(x,0) = g(x) und d,, die entsprechenden Koeffizienten von
u¢(x,0) = h(x).
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8 Numerische Lésungsmethoden

Zur numerischen Losung gibt es drei klassische Ansatze:

e Finite Differenzen
Approximation auf reguldren (strukturierten) Gittern, einfache Geometrien,
haufig eindimensional im Ort, alle Typen.

e F'inite Volumen
Mehrdimensionale Probleme auf unstrukturierten Gittern, vor allem
hyperbolische Gleichungen

e Finite Elemente
Mehrdimensionale Probleme auf unstrukturierten Gittern, komplizierte
Geometrien, vor allem elliptische Gleichungen

Wir beschranken uns hier auf die Darstellung von Finite-Differenzen- und

Finite-Elemente—-Methoden.
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8.1 Die Methode der Finiten Differenzen
Wir beschranken uns auf eindimensionale Probleme wie folgt.
e Cauchy-Probleme fiir skalare Erhaltungsgleichungen:
us + f(u)xy =0 in R x (0, c0)
u = uop auf R x {t =0}
e Randwertprobleme fiir die Poisson-Gleichung:
—Uxx = f(x) : 0<x<1,0<t<T
u0) = u(1)=0
e Anfangsrandwertprobleme fiir die Warmeleitungsgleichung:
{ut—uxx = f(x,t)  O0<x<1,0<t<T
\ u(x,0) = glx) : 0<x <1
. w0, t) = u(lt)=0 : 0<t<ST
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Die Methode der Finiten Differenzen

Grundidee: Approximiere die exakte Losung nur an diskreten Gitterpunkten

1

U(Xi,tj) ~ U.(Xi,tj) . U)

wobeli
xi=1-h, 1€ 2, und tj:j-k, jEZt
und mit den Orts—- und Zeitschrittweiten h und k.

Die Indexmengen Z, und Z; sind endliche oder unendliche Teilmengen von Z.

Beispiel: Fiir die Warmeleitungsgleichung auf [0, 1] x [0, T] setzen wir

xi = 1-h, 1=0,...,n
t; = j-k, j=0,...,m
mit den Orts- und Zeitschrittweiten
h = l und k= I
n m
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Zur diskreten Approximation von Ableitungen

Zur Berechnung der diskreten Werte U{ benotigen wir die Approximation von

Ableitungen auf dem vorgegebenen Gitter.

Beispiel: Wir approximieren die Ableitung uy(x,t) an der Stelle (x,t) = (x4, t;)
durch

e zentrale Differenzen:

W, —uw
e (s s ) i+1 1—1.
X( 1)y )) Zh
e Vorwartsdifferenz:
W, —uw
~ +1
Uy (xi, ty) = — h -,
e Rickwartsdifferenz:
w —u
—1
ux(xiatj)% - h -
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Zur Approximationsgiite von Finiten Differenzen

Sei u(x,t) eine hinreichend oft differenzierbare Funktion und (xi,t;) ein fester
Punkt eines Gitters mit Orts— und Zeitschrittweite h und k.

Mittels einer Taylor-Entwicklung um (xi,t;) erhalten wir

u(xiv1,t) = ulxi,tj) +ux(xi>tj)\(xi+1 _Xi)J‘f‘
—h
1 2 3
Euxx(xbtj)\(xiﬂq: Xi)/+guxxx(xi>tj)\(xi+l: Xi)j""”-
—h?2 _h3
ulxion ) = ulxi ) Fuxx ) (i —xi) +
——h

1
zuxx(xb tj)\(xi—1 - Xi)zj—f_guxxx(xi)tj) (Xi—l — Xi)3 T

~\" ~"

_h2 — h3
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Zur Approximationsgiite von Finiten Differenzen
Wir erhalten damit

e bel zentralen Differenzen:

u(xi+1 ) tj ) — U,(Xi_1 y tj)

2
(i, ) — — = O(h?)
—> Approximation zweiter Ordnung in h.
e bel Vorwartsdifferenzen:
U(X; t:) —ulxyi, t
ux(Xl,t))— ( i+1y ])‘I’L ( 1) ]) :O(h)
—> Approximation erster Ordnung in h.
e beil Rickwartsdifferenzen:
uixi, ti) —uwlxi—1, t;
ux(Xl,t))— ( 1y ]) h ( i—T) ]) :O(h)

—> Approximation erster Ordnung in h.
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Skalare Erhaltungsgleichungen

Wir betrachten das Cauchy-Problem
u+f(u)y =0 inR x (0, 00)
u = ug auf R x {t =0}

Mit obigen Notationen ist ein numerisches Verfahren mit Finiten
Differenzen gegeben durch

1 : k : :
W =)= g (Ul ) - fuy)

mit den Anfangsbedingungen

*l xi+h/2
ud = —J up(x) dx
h Xi—h/z
FD Methode: Zentrale Differenz im Ort, Vorwartsdifferenz in der Zeit. []
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BEiSpiEl: Wir betrachten das Problem
uy +uu, =0 in R x (0, 00)
u = ug auf R x {t =0}
mit
1T : x<0
Up(x) =
—1 : x>0
Die Anfangsbedingung ist gleichzeitig die Lésung fiir t > O.
we' - uw_ k [ (U,)? - (U )2
t v 2h 2 2
(1 i<
up = ¢ 0 : i=0
-1 : 1>0
Beobachtung: Die FD Methode versagt, denn das Verfahren ist instabil. []
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TUHH

BEiSpiEl: Wir betrachten die lineare Advektionsgleichung

ur+u, =0 inR x (0, 00)
u=1ug auf R x {t =0}

Zentrale Differenzen im Ort:

: : k : :
W= - o (uh, —ul )

Funktioniert selbst bei einer linearen Gleichung nicht!
Upwind-Verfahren: Funktioniert unter der CFL-Bedingung k/h < 1
k

kg
U =g g (Ul ul )

Lax-Friedrichs-Verfahren: Funktioniert wie das Upwind-Verfahren

u):—|—1 _ ™
t 2 2h

1

W +UW ko -
+ (UJ‘H _uji—1) y
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Finite Differenzen fiir die Poisson-Gleichung
Wir betrachten jetzt Randwertprobleme fiir die Poisson-Gleichung:
—Uyx = TF(x)  0<x<1,0<t<T
u0) = u(1)=0
Zunachst benotigen wir eine Approximation der zweiten Ableitung:
Ui —2U; + Uiy
uxx(xi) ~ s hzl -
Damit erhalten wir die diskreten Gleichungen
Ui —2U; + Uy
] h21+ - 1:Fl, i=1,...,n—1
mit h = 1/n und
Fi == f(x;), Up=U, =0.
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Finite Differenzen fiir die Poisson-Gleichung

Setzen wir

x=(Up,...,Un_1)", b= (Fi,...,Fn_1)’

so erhalten wir das lineare Gleichungssystem
A-x=b
mit der Koeffizientenmatrix
(2 \
—1

2 -1

—1
\ -1 2
Fazit: Die numerische Losung der Poisson-Gleichung reduziert sich auf ein
lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten Uq,..., U;_1. []
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Finite Differenzen fir die Warmeleitungsgleichung

Zur numerischen Losung von Anfangsrandwertproblemen der Form

’

U = Uxy C O<x<,0<t<T
¢ u(x,0) = g(x) : 0<x <1
u0,t) = u(l,t)=0 : 0<t<T

\

miissen wir Diskretisierungen fiir die zweite Ableitung 1, mit einer
Differenzenapproximation fiir die Zeitableitung u¢ kombinieren.

Einfachste Moglichkeit: Setzen wir eine Vorwartsdifferenz fiir die Zeitableitung

an, also . .
wr —uw
ut(Xi)tj) — : k t

so erhalten wir das explizite Verfahren

wH =uw + K w

i T2 L 22U U ).
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Finite Differenzen fir die Warmeleitungsgleichung
Mit der Riickwartsdifferenz
w—uw!

S

ut(xi>tj) —
erhalten wir das implizite Verfahren

: .k ] ]
W = )

Fazit: Zur Berechnung der Losung zur Zeit t;1.1 muss ein lineares
Gleichungssystem gelost werden!

Eine Konvexkombination beider Verfahren liefert die O-Methode

W =uw + = [e(u{j} W w0 e, 2w+ W, )] .

Im Fall 0 = % erhalt man das Crank-Nicholson-Verfahren.
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Finite Differenzen fir die Warmeleitungsgleichung

Bemerkungen:

e Das explizite Verfahren funktioniert nur unter der Stabilitdtsbedingung

* 1

h? — 2°
Verdoppelt man also die Zahl der Gitterpunkte im Ort, so muss man
entsprechend mit einem vierfach kleineren Zeitschritt arbeiten.

e Das implizite Verfahren ist fiir alle Werte von k und h stabil. Zur

Berechnung der Losung muss man allerdings in jedem Zeitschritt ein
lineares Gleichungssystem |osen.

e Bei Verfahren sind erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung im Ort,

d.h. fiir den Fehler e(T) zwischen der exakten und der numerischen Lésung
zu einer festen Zeit T > 0 gilt

e(T) = O(k) + O(h?).
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Finite Differenzen fiir die Warmeleitungsgleichung

Bemerkungen:
e Die Stabilitétsbedingung fiir die 8-Methode fiir 0 < 6 < 1 lautet

k1
— < —(1=20)"".
hz—z( 0)

Fir 0 > % Ist die 0-Methode stets stabil.

e Das Verfahren von Crank-Nicholson ist zweiter Ordnung in Ort und Zeit,
fiir den Fehler e(T) gilt

e(T) = O(k?) + O(h?).

Fiir keinen anderen Wert von 0 gilt dieses Resultat. Das Verfahren von
Crank-Nicholson wird daher speziell fiir die Warmeleitungsgleichung zur

numerischen Losung verwendet. []
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8.2 Die Methode der Finiten Elemente

Wir beschranken uns auf das eindimensionale Randwertproblem:

f_dix (k(@%) = f(x), O0<x<l, k(x)>0

u0) = u(l)=0

Wesentlicher Unterschied zu Finiten Differenzen: Man diskretisiert nicht die
gegebene partielle Differentialgleichung, sondern die Losung der Gleichung.
Dazu wendet man drei Schritte an.

e Schwache Form oder Variationsformulierung,

e Galerkin-Methode,

e Approximation durch stiickweise definierte Polynome.
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Grundlegende ldeen Finite Elemente Methode

e Man reformuliert das gegebene Problem in einer schwachen Form oder
auch Variationsformulierung. Dadurch reduziert sich das Problem auf
unendlich viele algebraische Gleichungen in einem Vektorraum, dessen
Elemente bereits die vorgegebenen Randwerte erfiillen.

e Die Galerkin-Methode reduziert das Problem auf Gleichungen in einem
endlich-dimensionalen Finite-Elemente-Raum, der eine endliche Zahl von

Basiselementen besitzt.

e Als Basis des endlich-dimensionalen Finite-Elemente-Raums wahlt man z.B.
stiickweise Polynome und erhalt damit ein lineares Gleichungssystem mit

einer diinn besetzten Koeffizientenmatrix.
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Schwache Form des Randwertproblems
Sei V gegeben durch
V={vecl?0,1 : v(0) =v() =0}
Wir multiplizieren nun die gegebene Poissongleichung mit einer Funktion
v € V und integrieren iiber den Ortsraum [0, 1]:
! !
d d
—J — (k(x)—u) v(x) dx = J f(x)v(x) dx
0 dx dx 0
Mittels partieller Integration erhalten wir
! 1
d d
J K(x) == (x) = (x) dx :J f(x) v(x) dx
0 dx X 0
Da v € V eine beliebige Funktion ist, wird die schwache Form des
Randwertproblems nun wie folgt beschrieben.
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Schwache Form des Randwertproblems

Finde ein u € V, sodass die Beziehung

1
J k(x) %(x) Q(x) dx = J f(x)v(x) dx
0 %S X 0

fur alle v € V erflllt ist.

Man kann nun zeigen: Erfiillt w € V die Differentialgleichung

d du
T dx (k(x)a) = f(x),

so erfiillt uw auch die schwache Form von oben, und (wichtiger!) es gilt ebenso

die Umkehrung.

Fazit: Beide Darstellungen sind somit aquivalent.
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Die Galerkin-Methode

Definieren wir

1
d d
aluv) i= | k) g x) T d,
0 dx X
so ist a(-,-) eine symmetrische Bilinearform, die ein inneres Produkt im
Vektorraum V darstellt. Mit dem Skalarprodukt

!
(f,v) = Jo f(x)v(x)dx

lasst sich die schwache Form wie folgt formulieren:
Finde ein u € V, sodass a(u,v) = (f,v) fir allev € V.

Die Idee der Galerkin-Methode ist nun den Vektorraum V durch einen
endlich-dimensionalen Raum V,,, den Finite-Elemente-Raum, zu
approximieren und dort folgendes Problem zu |6sen:

Finde ein v,, € V,, so dass a(v,,Vv) = (f,v) fir allev € V,,.
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Die Galerkin-Methode

Das Problem

(f,v) fur allev € V,

Finde ein v,, € V,,, sodass a(vn,V)

|asst sich auf ein lineares Gleichungssystem reduzieren: Sei dazu {®q,..., D}
eine Basis von V;,. Dann besitzt die Losung v,, die Darstellung

n
Vnh = E LLJ'CD)'.

j=1

Setzen wir diese Darstellung von v, in die schwache Form ein, so gilt

n
a ZujCDj,CDi :(f)(Di), iZ],...,TI.
j=1

Mit der Bilinearitat von af(-,-) folgt

n

Za(CDj,CDi)uj:(f,CDi), lI],,Tl

=1
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Die Galerkin-Methode

Mit der Bilinearitat von a(-,-) folgt

n

Za(CDj,CDi)uj:(f,CDi), lI],,Tl
j=1

Setzen wir firi=1,...,n
aij = a(D;, Dy), fi=(f,Dy),
so ergibt sich das lineare Gleichungssystem
A-u=f
mit der Steifigkeitsmatrix A und dem Losungsvektor
T

u=(uy,...,uUn)

mit den zu bestimmenden Koeffizienten wq, ..., u,.

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I TUHH, SOMMERSEMESTER 2020 (© ARMIN ISKE 173



UH
i KAPITEL 8: NUMERISCHE LOSUNGSMETHODEN TUHH

Zur Konstruktion von Finite-Elemente-Raumen

e Am besten waren Finite-Elemente-Raume V,,, fiir die man eine
Orthogonalbasis aufstellen kann. Dann ware die Steifigkeitsmatrix eine
Diagonalmatrix. Dies ist aber im Allgemeinen nicht moglich.

e Findet man keine Orthogonalbasis, so sollten Steifigkeitsmatrix und die

rechte Seite einfach zu berechnen sein.

e Die Basis von V,, sollte fast orthogonal sein, denn dann ware die
Steifigkeitsmatrix nahe bei einer Diagonalmatrix und damit diinn besetzt.

e Die exakte Losung u des Problems sollte moglichst gut durch ein Element
aus V,, approximiert werden konnen und im Grenzwert n — oo sollte die

Approximation beliebig gut werden.

Eine beliebte Moglichkeit: Approximation durch stiickweise Polynome, zum
Beispiel durch eine stiickweise affin-lineare Funktion. []
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