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Die Anfangsrandwertaufgabe der homogenen Wellengleichung mit homogenen
Randbedingungen in einer Raumdimension (n = 1) lautet

Uy = gy, (z,t) €]0,¢] xIR™,
u(0,t) = 0 = u(/,t) 0<t,
u(z,0) = wup(z), 0<z</
u(z,0) = wvo(z).
Losungsweg unter Verwendung eines Produktansatzes der Form u(x,t) = X (x)-T(t).

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

T"(¢) _ X"(z) )
AT X(x)

Man erhalt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

T+ AT =0 und X" +)AX =0.

Einsetzen in die Randbedingungen ergibt

0= u(0,t) = X(0)T(t) = X(0)=0
0=u(l,t) = X(OT(t) = X(£)=0.

Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe in X besitzt nur fiir A > 0 nichttriviale
Losungen:

X () = acos(vVAzx) + bsin(v/Az) .
Einsetzen des Randwertes X (0) = 0 ergibt a = 0 und X (¢) = 0 liefert die Eigenwerte
k22
/2
mit k£ > 1 und den zugehorigen Eigenfunktionen

A =

Xi(x) = by SinkWTTx :

Setzt man ) in die Differentialgleichung fiir 7" ein, so ergibt sich
Ak*n?

T// ‘I’ £2

T=0

und man erhalt dort die Losungen

Ty(t) = ¢ cos (@) d, sin <ck£7rt) .

Die Losungsdarstellung in [0, ¢] x IRT aus dem Produktansatz, die schon die Rand-
bedingungen erfiillt, lautet damit

u(z,t) = Z (ck Ccos <ck:£7rt) + dj; sin (ckzrt)) sin (lmr7x> :
k=1
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Aufgabe 25:

Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Uy = Ugy fir 0<z<1,0<t,
u(0,t) = 0 = wu(l,t) fir ¢t>0,
u(z,0) = wp(z) =0
w(2,0) = wo(z) == 2*(x—1) fir 0<z<1.

a) Man berechne die Losung iiber den Produktansatz u(z,t) = X (z) - T'(t).

b) Man zeichne die Losung.

Losung:

a) Der Produktansatz u(x,t) = X (z)-T(t) eingesetzt in die Differentialgleichung

ergibt
T”(t) _ X”(ZE) L
T(t) X(x) '

Man erhalt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

T"+AXT=0 und X"+XX=0.
Der Produktansatz u(x,t) = X(x) - T(t) eingesetzt in die Randbedingungen
ergibt
0=u(0,t) = X(0)T(t) = X(0)=0
und
0=u(l,t)=X(1)T(t) = X(1)=0.
Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe fiir X besitzt somit die Eigenwerte
Mo = K22 mit ke IN,

und die zugehorigen Eigenlosungen sind gegeben durch

Xi(x) = agsin(kmz), ar € R.

Setzt man A in die Differentialgleichung fiir T ein, so erhalt man dort die
Losungen 5
Ty (t) = ¢ cos(kmt) + dy sin(kmt) .

Aus dem Produktansatz und Superposition ergibt sich damit die Losung

Z i cos(kmt) + dy sin(knt)) sin(krx) .
k=1



DGI II, ©K.Rothe, SoSe20, Hérsaaliibung 7 (Beispielaufgaben 25-28) 4

Mit den noch nicht verwendeten Anfangsbedingungen werden die fehlenden
Koefflizienten ¢; und d; bestimmt:

u(z,0) = up(x) =0= Z cpsin(kmz) = ¢ =0,

uy(x,0) = vo(z) = 2% (x — 1) = Z dpkm sin(kmx)
k=1 =by,

mit
1
by = 2/ 2*(z — 1) sin(kmz) do
0
22%(z — 1) cos(kmz)
km

T

1

1 2

+2/ (3x* — 2x) cos(lmx)d
km

0
0

2(3z% — 2z) sin(k7x)
(km)?

2/ 6a7— ) sin kﬁx) i

1
2/ 6 cos( k:mc

2(6z — 2) cos(kmx)

(k)
0
_ 8cos(km)+4 4( (=) +1)
(km)® (km)®
. bi
Man erhalt also d, = —.
T

b)

Bild 25 Losung wu(x,t), 0<z<1, 0<t<32
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Aufgabe 26:

Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Uy = Ugp, fur 0<zx <2 und t>0,
u(0,t) = 0, fir t>0,
w2,t) = 1,  fir t>0),
u(z,0) = 2%/4, fir 0<2<2,
ur(z,0) = 0, fir 0<z<2.

a) Man bestimme zunéichst eine geeignete Funktion @(z,t), die die Randbedin-
gungen erfillt, und transformiere die Anfangsrandwertaufgabe durch

v(x,t) = u(x,t) — a(x,t)
in ein Problem mit homogenen Randbedingungen.

b) AnschlieBend 16se man das Problem in v.

Hinweis: Dabei darf die sich aus dem Produktansatz ergebende
Losungsdarstellung verwendet werden.

¢) Man gebe die Losung der Anfangsrandwertaufgabe an.

Losung:

a) Die Anfangsrandwertaufgabe besitzt die Randbedingungen
wo(t) :=u(0,t) =0, ¢i(t) :=u(2,t)=1.

Setze
x

(e, 1) = po(t) + 5 (p1(8) = 2o() = 3
und transformiere durch
v(x,t) == u(x,t) — a(x,t) = u(x,t) — /2.

Die transformierte Anfangsrandwertaufgabe in v besitzt dann homogene Rand-

bedingungen.
Vi = Ugs s fr 0<zx<2 und t>0,
v(0,t) = 0, fir t>0,
v(2,t) = 0,
v(z,0) = z(x—2)/4, fir 0<z<2,
v(z,0) = 0.
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b) Die Losungsdarstellung aus dem Produktansatz mit Superposition, die die
Differentialgleichung und die Randbedingungen erfiillt, lautet:

v(x,t) = Z (ak Ccos <?) + by, sin (%)) sin (ﬂ;)
k=1

Aus den Anfangsbedingungen ergeben sich a; und b,

> knb k
OIUt<iU70>:Z gksm( ;Tx) = bpy=0
k=1
z(x — 2 > . kmx
% =v(x,0) = Zak sin (T)

k=1
als Fourier-Koeffizienten einer ungeraden Fourierrreihe mit der Periode T'= 4
durch

2

4 -2 k
a = Z/#sm(%) dx
0

_ _M.icos(’m_x)

4 km

2
2+2/x—1 kmx p
— CoS T
o km 2 2
2

= —2((];{;;)21) sin (ﬂ;) z— (k72r)2 /sin (IWTJC) dx
o kmx A=k =1)
(kr)? ( 2 )0‘ (kr)?

ule,t) = 5+ i %ﬁkyjl) cos <?) s <k%$)

Bild 26 Losung u(z,t), 0<z<2, 0<t<I12
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Die Anfangsrandwertaufgabe der inhomogenen Warmeleitungsgleichung mit in-
homogenen Randbedingungen in einer Raumdimension (n = 1)

U = U+ flx,t), O0<z<a, 0<t,

uw(0,t) = @olt), t>0,

wird in drei Schritten gelost:
1. Schritt

Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen

u(0,t) = @o(t) und wu(a,t) = ¢1(t)
wird durch .
vl t) == u(z,t) = po(t) — —(p1(t) — po(t))

in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert. Das transformierte Pro-
blem in v lautet dann

v = et Fla,t) — () — (L) — () fir0 < <a, 0<t,
a

J/

-

:f(wvt)

o(,0) = wole) = uo(z) — 2o(0) — ~(1(0) — ¢o(0) fir0 <z <a

o
v(0,t) = 0 = v(a,t), fir0<t.

2. Schritt
Man 16st das Problem mit homogener Differentialgleichung, Anfangsbedingung und
homogenen Randbedingungen (v* sei die Losung).

Uy = Vg, fir O<z<a, 0<t,
v(z,0) = wo(z) fir0<z<a
v(0,t) = 0 = wv(a,t), fur0<t.

3. Schritt
Man 16st das Problem mit inhomogener Differentialgleichung und homogenen An-
fangsrandbedingungen

vy = vxx+f(x,t), fir 0<z<a, 0<t,

v(z,0) = 0, fir 0<z<a

v(0,t) = 0 = wv(a,t), fir0<t
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nach der Fourierschen-Methode. Dazu wird fiir die Losung in Anlehnung an die
Losungsdarstellung von v* aus Schritt 2 folgender Ansatz gemacht:

v (1) = ivk(t) sin (?) .

k=1
Die homogene Anfangsbedingung fithrt auf v;(0) = 0.

Die Inhomogenitat der Differentialgleichung wird ebenfalls in eine sin-Reihe ent-

wickelt .
o) =3 fult)sin (’”;T""’) |
k=1

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich

> (vw) + (%”)zvm - fk<t>> ain (74 <0

k=1

Die Koeffizienten wvg(t) der Losung v** ergeben sich daher aus den folgenden
gewoOhnlichen Anfangswertaufgaben

for\ 2
k() + (f) we(t) — fiu(t) =0 mit ,(0)=0.
Die Losung des Ausgangsproblems erhélt man nun durch

u(e,t) = eolt) + = (pr(t) = wo(t) + v*(@,8) + v (a,t)
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Aufgabe 27:

Berechnen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung
unter Verwendung der Fourier-Methode

U = Ugy + (20 — 1)t +3n%sindnr fir O<zx<1, 0<t,
4o+l , 0<a<1/2

u(z,0) = wy(z) ==
1, 12<2<1

uw(0,t) = e, u(l,t)=—e* fir 0<t.

Losung:
Die Losung des Problems erfolgt in drei Schritten:
1. Schritt

Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen
uw(0,t) = po(t) := e " und u(1,t) = 1 (t) := —e~* wird durch

v(@,t) = u(z,t) = (po(t) +2(e1(t) — o(t)) = u(z,t) — | e'(1 — 2z)
=u*(z,t)

Bild 27 a)  u*(z,t) = e ¥(1 — 2x)

in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert.

u=v 4+ 22 —1)e™,  Upp = Vow, ug(z) = u(z,0) = v(x,0) +1— 22

Das transformierte Problem in v lautet dann

Uy = Vg +3m?sindmx fir O<ax<1l, 0<t,

—2r , 0<z<1/2
v(x,0) = vo(z) ==
2r—2 , 1/2<zx<1

v(0,t) = 0, v(1,t)=0 fir 0>t¢.



DGI II, ©K.Rothe, SoSe20, Hérsaaliibung 7 (Beispielaufgaben 25-28)

2. Schritt

Man 16st das Problem mit homogener Differentialgleichung und inhomogener An-

fangsbedingung

v = Uy, fur O<z<1l, 0<t,

-2z , 0<z<1/2
v(x,0) = vo(x) ==
2 —2 |, 1/2<zx<1

v(0,t) =0, v(1,t)=0 fir 0>¢.

Die Losung ist gegeben durch:  v*(z,t) = Z bee ™ sin(kn)
k=1

mit den Fourier-Koeflizienten
1

by = 2/vo(x)sin(km€) dx

0

1/2 1

= 2 /—Qx sin(kmx)dx + /(Qx — 2) sin(kwx)dx
0 1/2
8 . [k

T e M\ 2

o0

Bild 27 b) v*(x,t) = —
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3. Schritt
Man 16st das Problem mit inhomogener Differentialgleichung und homogener An-
fangsbedingung

UV = Uy + 3mlsindma, fir O0<zx<1, 0<t,
v(z,0) = 0, fir 0<z<1
v(0,t) = 0 =wv(l,1), fir 0>1¢.

Fiir die Losung wird nach der Fourier-Methode folgender Ansatz gemacht:

v (z,t) = Z ag(t) sin(kmz) .

Die homogene Anfangsbedingung wird nach einem Koeffizientenvergleich durch die
Forderung a;(0) = 0 erfiillt.

Die rechte Seite wird ebenfalls in eine sin-Reihe entwickelt

372 sin 3w = Z cr(t) sin(kmx) .
k=1

Hier ergibt ein Koeffizientenvergleich c3(t) = 372 und ¢, (t) = 0 sonst.
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich

> (a(t) + K*aag(t) — ei(t)) sin(krz) = 0.

00
k=1

Die Koeffizienten ay(t) der Losung v** sind daher aus den folgenden gewohnlichen

Anfangswertaufgaben zu berechnen

ak(t) + kZWQGk(t) = Ck(t) mit ak(O) =0.

Fir k£ = 3 liegt eine lineare inhomogene Differentialgleichung vor
as(t) + 9r%as(t) = 37> mit  as(0) =0
mit der allgemeinen Losung
as(t) = 1/3 4 dze "t .

Berticksichtigt man die Anfangsvorgabe, so ergibt sich

as(t) = % (1 - 6_9”2t) :

Fiir £ # 3 lautet die allgemeine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung
ak(t) = dke_k%r?t .

Mit den Anfangsbedingungen ay(0) = 0 folgt dj, = 0 und damit ax(t) = 0.
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ZAAFIZZ LR,
2R

1
Bild 27 ¢) 0" (z,t) = 3 (1 6_9“2t> sin(37z)

Die Losung des Ausgangsproblems erhalt man nun durch
u(z,t) = u*(z,t) +v*(x,t) + 0™ (x, t) .

Bild 27 d)
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Die Anfangsrandwertaufgabe der inhomogenen Wellengleichung mit inhomoge-
nen Randbedingungen in einer Raumdimension (n = 1)

Uy = CUge+ f(x,t), 0<z<a, 0<t,
w0,8) = wo(t), t=0,
u(a,t) = ¢i(t),
w(z,0) = wup(z), 0<z<a,
u(z,0) = w(z)

wird in drei Schritten gelost:

1. Schritt
Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen

u(0,t) = po(t) und wu(a,t) = p1(t)

wird durch -
v(z,t) == u(x,t) — po(t) — a(%(t) — @o(t))

in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert. Das transformierte Pro-
blem in v lautet dann

vy = Cuge + fx,t) — o (t) — g(go’l'(t) —pp(t) fir0<z<a, 0<t,
:J:(;Q
v(,0) = wo(2) := uo(x) = ¢o(0) = ~(p1(0) = (0)) fir0<z<a

u(@,0) = wi(w) = u(z) — ¥h(0) — ~(}(0) — }h(0))

v(0,t) = 0 = wv(a,t), firo<t.

2. Schritt
Man lost das Problem mit homogener Differentialgleichung, Anfangsbedingungen
und homogenen Randbedingungen (v* sei die Losung).

o = vy, fir O<z<a, 0<t,
v(z,0) = wo(z) firo<z<a

v(z,0) = wi(x)

v(0,t) = 0 = wv(a,t), firo<t.
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3. Schritt
Man 16st das Problem mit inhomogener Differentialgleichung und homogenen An-
fangsrandbedingungen

Vg = c2vm+f(ac,t), fir 0<z<a, 0<t,

v(z,0) = 0 = v(z,0), fir 0<z<a

v(0,t) = 0 = v(a,t), fir0<t

nach der Fourierschen-Methode. Dazu wird fiir die Losung in Anlehnung an die
Losungsdarstellung von v* aus Schritt 2 folgender Ansatz gemacht:

v (,t) = ivk(t) sin ("‘?) .

k=1

Die homogenen Anfangsbedingungen fithren auf v, (0) = 0
und 0, (0) = 0.

Die Inhomogenitat der Differentialgleichung wird ebenfalls in eine sin-Reihe ent-

wickelt
. > kmx
t) = t)sin [ — | .
ety = > sieysn ()
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
= b\ k
3 (i}k(t) + (CTW) vi(t) — fk(t)) sin (%x) = 0.
k=1

Die Koeffizienten vy(t) der Losung v** ergeben sich daher aus den folgenden
gewohnlichen Anfangswertaufgaben

ckm

ak<t>+(—) 0t = fult) =0 mit v(0) = 0 = 0,(0)

a

Die Losung des Ausgangsproblems erhélt man nun durch

u(@,t) = golt) + = (@r(t) = golt) + v* (@, 1) + 0™ (@, 1).
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Aufgabe 28:

Man l6se die Anfangsrandwertaufgabe fiir die Wellengleichung unter Verwendung
der Fourier-Methode:

9 . [ 2mx z—1L . x
Uy = C“Ugpy + tsin a + 7 smt—zcost,0<x<€,0<t,

uw(0,t) = sint, w(l,t)=cost, fir t>0,

u(z,0) = %, ut(x,O)zl—%, fir 0<xz</

und zeichne die Losung fir £ =1 und ¢ = 1.

Losung:
Die Losung des Problems erfolgt in drei Schritten:

1. Schritt
Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen

u(0,t) = @o(t) :=sint und u(l,t) = @i(t) := cost

wird durch  v(z,t) := u(z,t) — po(t) — %(gpl(t) — wo(t))

. T
sint 4+ — cost

= u(x,t):v(x,t)—xg 7

in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert. Das transformierte Pro-
blem in v lautet dann

o = czvm%—tsin(%Tx) ,0<z<l, 0<t,
T r X
o(w,0) = u(z,0) = ¢of0) = 7 (0) ~@(0) = T -7 = 0,05 <L
, x, , x x
vy(z,0) = ut(:C,O)—gpo(O)—Z(gol(O)—goo(O)) = 1_2_1"‘2 =0
v(0,t) = 0 = o((,t), firo<t.

2. Schritt
Man 16st das Problem mit homogener Differentialgleichung und Anfangsbedingun-

gen

Vgt = vy, fir O<z<fl, 0<t,

v(z,0) = 0 = v(z,0), fir 0<zx </

v(0,t) = 0 = o((t), fir0<t.
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Das Problem wird gelost durch v* = 0. Rein rechnerisch ergibt sich die Losung
aus der iiber einen Produktansatz gewonnenen Losungsdarstellung, die schon die
Randbedingungen erfiillt:

vi(x,t) = Z (Ak oS <ck€7rt) + By sin (ckgrt)) sin (k%x)

k=1

unter Ausnutzung der Anfangsbedingungen mit anschlieBendem Koeffizientenver-
gleich.

3. Schritt
Man 16st das Problem mit inhomogener Differentialgleichung und homogenen An-
fangsbedingungen

2
Vgt = c2vm—|—tsin(%), fir O<z<t, 0<t,

v(xz,0) = 0 = v(z,0), fir 0<ax</l

v(0,t) = 0 = v({t), fir0<t.

Nach der Fourierschen Methode wird fiir die Losung in Anlehnung an den 2.Schritt
folgender Ansatz gemacht:

v (@, t) = ivk(t) sin ("%‘”) |

k=1

Die homogenen Anfangsbedingungen fithren auf v, (0) = 0, 0,(0) = 0.

Die Inhomogenitat der Differentialgleichung wird ebenfalls in eine sin-Reihe ent-
wickelt

tsin (%Tx) = gfk(t) sin (IWTSC) = fo(t) =1, fi(t) = Osonst .

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
oo L 2 I
3 (bk(t) + (%) velt) — fk(t)> sin (%) —0.
k=1

Die Koeffizienten wvg(t) der Losung v** ergeben sich daher aus den folgenden
gewoOhnlichen Anfangswertaufgaben

ckm

Fir k # 2 ist v, = 0.

Fiir £ = 2 erhalt man die allgemeine Losung

2crt . [ 2cnt 0?t
v9(t) = Ag cos (7) + By sin ( 7 ) + FERCE
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Berticksichtigt man die Anfangsvorgaben, so ergibt sich

2 ¢ [ 2ecnt
vell) = gz (g 7))

Die Losung des Ausgangsproblems erhélt man nun durch

u(@,t) = golt) + F(@r(t) = olt) + v* (@) + v (@, )

_Z t_a:—€ int -+ e t— t n 2ent n
A ¢ ° A2 2em i i

Bild 28 Losung wu(x,t) fir{=1und c=1

17



