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Differentialgleichungen 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 5

Die Laplace Gleichung in Polarkoordinaten:

Die Transformation von Au = u,, + u,, in Polarkoordinaten
(x):<rcgsg0) , O0<r, 0<p<2r
Y 7 sin ¢

u(r, @) == u(z(r, @), y(r, @) < alr(z,y), o(z,y)) = u(z,y)
erfolgt nach der Kettenregel. Fiir die Jacobimatrix der Koordinatentransformation

erhalt man:
< Ty Ty > B (xT x@>1_(cos<p —rsingp)l
Pr Py Yr Yo sing  rcose

mit

cosp  sing r ¥

_ . _ r r
- singp cosp | — Yy x
r r r2  r?

Fiir die zweiten Ableitungen ergibt sich daraus

y2 x? 2xy 2xy
Tea = —= Tyy = —= Praz = Pyy =
r3’ vy 73’ rd ’ vy r4
Uy = UpTy +UpPy, Uy = UpTy + UpPy
~ 2 ~ ~ 2 ~ ~
Uge = urr(rczz) + 2Tx(pccur<,9 + ucpcp(gpz) + UpTze + UpPrz

Uy = Upr(1y)? + 20y 0yl + T (9y)* + Urryy + Tpipyy -
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Upp

_ Uy
= umx+uyy:urr+_+_2-
T r

Zum Produktansatz in Polarkoordinaten:

Die Laplace-Gleichung in kartesischen Koordinaten u,, + wu,, = 0 besitzt in Polar-
koordinaten (z,y) = (r cos ¢, rsin ¢) folgende Darstellung:

Ur | Upp >0 2
uw—i-——l——Q:O P T Upp + TU + Upy = 0
r r

auf dem zugrunde liegenden Gebiet . Zusatzlich soll noch die Randbedingung
ul|oe = up gelten.

Setzt man einen Produktansatzes der Form u(r,p) = R(r) - ®(¢) in die Laplace-
Gleichung ein, so erhalt man

r?R'® +rR'®+ RO’ =0.
Nach Trennung der Variablen erhalt man
7”2R” + TR/ (I)//
R0

und damit die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

" +X0=0 , rR'4+rR—AR=0.

A

Die gewohnliche Differentialgleichung ®” + A® = 0 besitzt mit a,b € IR die allge-
meine reelle Losung

acos(vVAp) + bsin(v/Ap) A>0
D(p) = a+ by A=0
acosh(v—Ap) + bsinh(v/—Ap) A <0.

a) Fiir Kreis- oder Kreisringgebiete kann ®(p) nur 27-periodische Losungen
u # 0 besitzen mit den Eigenwerten )\, = k? mit & € INy. Alle Losungen lauten
dann

Do(p) =ap, Pr(p)=axcos(ky)+ brsin(ky), ap,br € R.

b) Fiir Kreissektor- oder Kreisringsektorgebiete mit den Randbedingungen
u(r,0) =0=u(r,a) = @&(0)=0=>(«)
ergibt der Produktansatz nur fiir A > 0 Losungen u # 0:
0=®(0) =acos(0) + bsin(0) =a,
2,2

kem
o2

0=d(a) =bsin(Via) B Via=kr = N\ = L keN.

Alle Losungen lauten dann

«

k
D (p) = by sin (L@) . ap, b€ R.
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Bei der Losung der Differentialgleichung 7?R” + r R’ — \;,R = 0 unterscheidet man
1.Fall: Xy =0:
0=rR'+rR = R(r)= Cr—o = Ro(r) = colnr + do
2.Fall: A\, > 0:
Der Ansatz R(r) = r* eingesetzt in r*R” +rR' — AR = 0 liefert

rala-1)+a-X)=0 = o’=XN = R(r)=cr’™ +d .

Damit ergeben sich aus dem Produktansatz die partikularen Losungen

u(r, p) = Ri(r) - Pr(ep) -

Da die Differentialgleichung linear ist, erhélt man durch Superposition die Losung
p) =Y Ri(r)
k

Entfernt man in der Losungsdarstellung von u die Teile mit Definitionsliicken erhalt
man die Losungen im zugrunde liegenden Gebiet G.

Mit den ungenutzten Randbedingungen werden dann die Koeffizienten Ay, ..., Dy
aus den Fourier-Reihen der Randfunktion ug berechnet:
a) Kreisring: G ={(r,¢)| R <r < Ry, 0<¢p <27}
u(r, ) = A+ Bolnr+ Z(Akrk + Chr ") cos(kep) + (Bpr® + Dypr ™) sin(ky)
k=1

ungenutzte Randbedingungen:  u(Ry, @) = ui(p) , u(Ra, @) = uz(yp) ,
b) Kreis G={(r,¢)|0<r<R,0<¢p<2r}

= Ay + Z (A, cos(kp) + By sin(ky))

ungenutzte Randbedingung:  u(R, @) = us(p) ,
¢) Kreisringsektor G = {(r,¢) | Ri <r< Ry, 0< ¢ <a<2r}

o0

k
u(r, @) = (B rkT/e 4 Dyr k’r/a) sm< WSO) ,

(0%
k=1

ungenutzte Randbedingungen:  u(Ry, @) = ui(p) , u(Ra, @) = uz(yp) ,
d) Kreissektor G ={(r,9)|0<r<R,0<p<a<2r}

= k
utrp) = Y- Bt lesin (F7))
k=1

ungenutzte Randbedingung:  u(R, @) = ua(p) .
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Aufgabe 17:

Man berechne die Losung des folgenden Dirichlet-Problems im Halbkreis
TQuTT—l—rur—i-uW:O fir 0<r<6 und 0<p<m,
w(r,0) =0 und wu(r,7)=0 fir 0<r<6,
u(6,g0):‘<p—g‘—g fir 0< ¢ <,

bestimme den maximalen und minimalen Funktionswert von w und zeichne die
Losung.

Losung:

Der Produktansatz u(r,¢) = R(r) - ®(¢) eingesetzt in die Differentialgleichung,
ergibt die beiden gewchnlichen Differentialgleichungen

2 DI / "
r’R'®+rR®+RP' =0 = w — _% —\

Der Produktansatz u(r, ) = R(r) - ®(¢) eingesetzt in die Randbedingungen
0=u(r,0) = R(r)®0), 0=u(r,7)=R(r)®(n)
ergibt nur nichttriviale Losungen u (R darf nicht die Nullfunktion sein) fiir
P0)=0=(n) .
Damit erhalt man fiir ® nur fiir A > 0 nichttriviale Losungen:
D(p) = asin(VAp) + beos(VAp) .
Insbesondere ergibt sich aus den Randbedingungen
0= ®(0) = asin(vVA-0) +bcos(VA-0) =b |
0= (7) =asin (\/X7r>
Wegen a # 0, sonst ware ® die Nullfunktion, muss gelten
VAim=kr = VA=k = N\ =k = ®(¢) = axsin(kyp) , k=1,2,...

Setzt man )\, = k? in die Differentialgleichung fiir R(r) ein, so erhélt man dort die
Losungen
Ri(r) = cpr® + dypr™" .

Hier muss noch d = 0 gesetzt werden, da die Losung sonst im Nullpunkt, der hier
zum Definitionsbereich gehort, eine Singularitat besafe.
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Durch  Superposition ergibt sich aus dem Produktansatz damit die
Losungsdarstellung
u(r, o) = Z Apr¥sin(kep) .
k=1
Die noch nicht verwendeten Randbedingung ergibt

u(6, ) = ZAka sin(ky) = ‘gp — g‘ — g .
k=1

Die Randfunktion muss also in eine 2m-perodische ungerade sin-Reihe entwickelt
werden. Man berechnet A;, aus den Fourier-Koeffizienten

s

o = 2] (o= Dontna

0

w/2 T
9
= - /—sosin(/w) d90+/ (¢ — m)sin(ky) dp
0 /2

I N .
N szsm 2

durch A6 = ¢, = A, = ¢,67F. Die Losung des Ausgangsproblems lautet mit den
obigen Fourkoeffizienten also:

e k
u(r,p) = ch <g) sin(kep) .

k=1

Da w harmonisch und nicht konstant ist, werden Maximum und Minimum nur auf
dem Rand angenommen, konnen also aus den Randbedingungen abgelesen werden.

Der Maximalwert ist damit gleich 0.

Der Minimalwert wird im Punkt (r, ¢) = (6, g) angenommen

7T>_7T 7T‘_7T T
122 2 2

6

Bild 17 Losung u(r, ¢)
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Die Warmeleitungsgleichung

Fir die Losung der Anfangsrandwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung
w = Agu fir (x,t) € Upr:=U x(0,7],
u = g auf | = U_T\UT

mit beschrankter und offener Menge U € IR" gilt das Maximumprinzip

max u(x,t) = max u(x,t).
(Z,t)eUr (xt)el'r

Bei der Losung der Anfangsrandwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung in ei-
ner Raumdimension (n = 1) mit homogener Differentialgleichung und homogenen
Randbedingungen

Uy = Upy fir 0<z<a, 0<t,
u(0,t) = 0 fiir 0<t
u(a,t) = 0
u(z,0) = wp(z) fir 0<z<a.

fithrt der Produktansatz u(x,t) = X (x)T'(t) eingesetzt in die Differentialgleichung

auf
(1) X"(=z)

T(t)  X(x)

Man erhalt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

=: —\ = (konst) .

T"+AXT'=0 und X"+ )X =0.
Die Randbedingungen eingesetzt in den Produktansatz
0=wu(0,t) = X(0)T'(t) und 0=wu(a,t)=X(a)T(t)
ergeben X(0) =0 = X(a).

Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe in X besitzt daher nur fiir A > 0 nichttriviale
reellwertige Losungen der Form:

X(z) = ccos(VAx) + dsin(vVAz) .

Einsetzen der Randwerte X (0) = 0 = X(a) ergibt die Eigenwerte .
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Aufgabe 18:

Man berechne die Losung der Anfangsrandwertaufgabe fiir folgende
Warmeleitungsgleichung

Uy = Uyy fir 0<x<4, ()
0<t<T,
u(0,t) = 0 fir 0<t<T 2
u(4,t) = 0
u(z,0) = wup(z) fir 0<ax<4 0 é 1 >z

Bild 18 Anfangsfunktion wug

und bestimme den Maximalwert der Losung u im Gebiet [0, 4] x [0, T7.

Losung:
Der Produktansatz u(x,t) = X (z)T'(t) eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt

T(t) _ X"(x)
T  X(z)

=: —\ = (konst) .

Man erhalt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
T"+AXT=0 und X"+ XX =0.
Die Randbedingungen
0=u(0,t) = X(0)T(t) und 0=wu(4,t)=X(4)T(t)
liefern X (0) =0 = X (4).

Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe in X besitzt nur fiir A > 0 nichttriviale
Losungen:

X () = acos(vVAzx) + bsin(v/Ax) .
Einsetzen des Randwertes X (0) = 0 ergibt a = 0 und X (4) = 0 liefert die Eigenwerte
k72
N\ —
STG

mit £ > 1 und zugehorigen Eigenfunktionen

k
Xk<$> = bk Sin% .

Setzt man )\ in die Differentialgleichung fiir 7" ein, so erhalt man dort die Losungen

To(t) = exp (—kzﬁzt) |

16
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Aus dem Produktansatz und Superposition ergibt sich damit die Losung

. k k2t
u(z,t) = Zbk sin % exp <— 17(; > :
k=1

Mit der noch nicht verwendeten Anfangsbedingung werden die fehlenden Koeffizi-
enten by berechnet. Aus dem Bild in der Aufgabenstellung ergibt sich die Anfangs-
vorgabe

T fir 0<2z<2,
up(z) = 4

—x fir 2<z<4.

2
Berechnung der Fourier-Koeffizienten mit 7' = 8 und w = ?ﬂ =

’p-l. ﬁ

= sin
k272 4

Mathematica-Plotbefehl (ohne wy)

Plot [{Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k"2 Pi~2) Sin[k*Pi*x/4], {k, 1, 1}],
Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k"2 Pi~2) Sin[k*Pi*x/4], {k, 1, 3}],
Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k~2 Pi~2) Sin[k*Pix*x/4], {k, 1, 5}],
Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k~2 Pi~2) Sin[k*Pix*x/4], {k, 1, 7}],
Sum[16 Sin[k*Pi/2]/(k"2 Pi~2) Sin[k*Pi*x/4], {k, 1, 9}1},

{x, 0, 4},AxesLabel -> {"x", "u(x,0)"}, PlotRange -> {0, 2.2}]
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u(x,0)

Bild 18 a)  u und Néaherungslosungen uy(x,0) Zbk sm— N=13,5"179

MATLAB-Plotbefehl

ezmesh(’x’,’t’,’16*(sin(pi*x/4)*exp(-pi~2*t/16)
-sin(3*pi*x/4)*exp(-9*pi~2xt/16)/9

+sin(5*pi*x/4)*exp (-25*pi~2*t/16) /25
-sin(7*pi*x/4)*exp(-49*pi~2*t/16) /49
+sin(9*pi*x/4)*exp(-81*pi~2x%t/16)/81)/pi~2’,[0,1,0,4],50)

5 (sin(m x/4) exp(—n? t/16)—sin(3 1t x/4) exp(=9 ©° t/16)/9+sin(5 1 x/4) exp(—25 12 t/16)/25—sin(7 1t x/4) exp(-49 12 1/16)/49+sin(9 m x/4) €

N

=
\?\‘\‘\‘\\\ SN
N =
““\\\\‘““\“\“\‘\“‘\“‘\\‘“\“““

\\“‘\“ \‘\\\\‘

e
\\\g\\\\\\\\\\

RN

\\

0.5+

0.8
0.6

/{32 2
Bild 18 b) Niherungslosung ug(z, t) Zbk sm — exp — 17(; t

Nach dem Maxi inzip gilt ma u(x,t) = max ug(x) = 2.
ach dem Maximumprinzip gi (x7t)e[0,4])§< o (z,t) xe[O,)i} o(x)
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Aufgabe 19:

Gegeben sei folgende Anfangsrandwertaufgabe fiir die Warmeleitungsgleichung

()
Uy = 4du,, fir O<z<6, 0<t 3
u(0,t) = 3 fiir 0<t
u(6,t) = 3 N
T T Ll x
u(z,0) = wup(x) fir 0<z<6. 0 3 0

Bild 19 Anfangsfunktion wu

a) Man gebe ug(z) an.

b) Man transformiere das gegebene Problem in w zuerst in ein Problem in v mit
homogenen Randbedingungen.

¢) Man 16se das transformierte Problem in v.

Hinweis: Es darf die sich aus dem Produktansatz ergebende
Losungsdarstellung verwendet werden.

d) Man gebe die Losung u an.

e) Man bestimme den maximalen Funktionswert von u im zu Grunde liegenden
Gebiet G := [0, 6] x [0, oco].
Losung:

a) Aus dem Bild in der Aufgabenstellung ergibt sich die Anfangsvorgabe

33—z fir 0<2<3,
up(z) =

z—3 fir 3<z2<6.

b) Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen

u(0,t) = @o(t) = 3 und u(6,t) = p1(t) = 3 wird durch

v(w,t) = u(z,t) - (wo(t) + % (1 (t) = 900(75))) = u(z,t) = 3.

in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert.
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Da sich die Differentialgleichung unter der Transformation, wegen u; = v, und
Uze = Vgy, Nicht andert, lautet das transformierte Problem in v:

Vg = 4u,, fir 0<zx<6, 0<t
v(0,t) = 0 fiir 0<t
v(6,t) = 0
v(z,0) = wug(x)—3 fir 0<z<6.

Denn aus dem Produktansatz u(z,t) = X (x)7T(t) ergibt sich:

k2n? k
X"+AX =0, X(0)=0, X(6)=0 = )\k:3—g, Xk(x):bksin%gc

9
Mit der Anfangsbedingung werden die fehlenden Koeffizienten b, berechnet.

k*m?t
T + AT =0 = Tk(t) = exp (— " ) .

{ —x fur 0<x<3,

z—6 fir 3<2<6.

be — %/6@0(;5)—3) sin (’%) da

3
2x knx|® 2 / o8 kmx de
= —cos——| —— —_—
km 6 |, km 6
2z = 6) Ccos kre|” 3/ cos ki dz
km 6 |3 km 6
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d) Das Ausgangsproblems wird dann gelost durch:

o

24 km | kmx k22
u(z,t) =3 — 12 S sin——exp | — t
-1

2 6 9

72 1/9) sin (3 7 x/6)/32+sin (5 7/2) exp (-52 72 t/9) sin(5 7 x/6)/ 5%+ sin (7

2.5
2 4
~ 1.5
K 0
- R %','.,',n.z',%"f,"
0"' l
0.5 - o ny III
3
e lil4

Bild 19 Néherung fiir u(x,t) mit den ersten neun Summanden der obigen Reihe

MATLAB-Plotbefehl

ezmesh(’x’,’t?,’3-24x%(

sin(pi/2) *exp(-1"2%pi~2%t/9)*sin(pi*x/6) /172

+sin(3*pi/2) *exp (-3"2%pi~2%t/9) *sin(3*pi*x/6) /372

+sin(5xpi/2) *exp (-5"2%pi~2xt/9) *sin (5*pi*x/6) /572

+8in(7*pi/2) *exp (=77 2%pi~2%t/9) *sin(7*pi*x/6) /772

+sin(9%pi/2) *exp (-9~ 2*%pi~2%t/9)*sin(9*pi*x/6)/9°2)/pi~2’,[0,3,0,6])

e) Nach dem Maximumprinzip wird der Maximalwert von u auf dem Rand von
G bzw. fir t = 0 angenommen. Damit gilt

max u(x,t) =3.
(z,t)eG
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Die Losung der Anfangswertaufgabe der Warmeleitungsgleichung in einer Raum-
dimension (n = 1) mit homogener Differentialgleichung

Uy = Upy fir relR, 0<t,

u(z,0) = wp(z) fir relR.

kann berechnet werden mit

a)

der Fundamentallésung (n = 1) der Warmeleitungsgleichung

o2 /(41)

O(z,t) = Vant

0 fir z€elR und t<O0.

fir x€IR und ¢t >0,

Die Fundamentallosung ist fiir ¢ > 0 folgendermafen normiert:

(e 9]

/(I)(a:,t)dle.

—00

Mit der Fundamentallosung kann die Losung der Warmeleitungsgleichung fiir
t > 0 dargestellt werden durch

o0

u(z,t) = /@(x—y,t)‘uo(y)dy.

—0o0

dem Produktansatz u(x,t) = X(z)T(t). Eingesetzt in die Differentialglei-
chung, ergibt
i)  X'(z)
()  X(x)

Man erhalt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

=: p = (konst) .

T"—puT=0 und X"—puX=0.

und berechnet deren allgemeine Losungen. Anschlieend setzt man die An-
fangsbedingung in die resultierende Losung u ein und versucht die auftreten-
den unbekannten Koeffizienten festzulegen.
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Aufgabe 20:

Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe

Uy = Uy, fir z€IR und t >0,

u(z,0) = e fir reR.

a) unter Verwendung der Fundamentalldsung und

b) mit Hilfe eines Produktansatzes.

Losung:

a) Fiir die Dimension n = 1 lautet die Fundamentallésung der Warmeleitungs-
gleichung

o2/ (41)

O(x,t) = Vart

0 fir z€IR und t<O0.

fir z€IR und t >0,

Mit der Fundamentallosung kann die Losung der Warmeleitungsgleichung fiir
t > 0 dargestellt werden durch

7 T o—(@—y)?/(a1)
wet) = [ dle—pt) w0 dy = [ e ey

17 —(z—y)* + 16ty)
= ex d
Art / P ( At 4
1 R (02 _ 2 2
_ /exp( (y (:1:+8t)y+x)> a0y
47t 4t

_ “‘%Z . (—((y — (e + 8t>>1t+ 2= (@ +8t>2>) "

% B 2
_ a6t 1 /exp (_(?J (x +8t)) ) dy
Vant 4t
— 6490-1—16t / Cb(y— ($+8t),t) dy — e490—&-16t / (I)(p, t) dp
4x+16t7 )

I
)
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b) Der Produktansatz u(z,t) = X (x)T'(t) eingesetzt in die Differentialgleichung,
ergibt

() X"(x)

)  X(x)

=: u = (konst) .

Man erhalt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
T —uT=0 = T(t)=Ce,

X'—puX =0 = X()=aeV" +aye VF*

und damit die Losung aus dem Produktansatz
u(z,t) = Ce' (areV' + age™VHT) |
Einsetzen der Anfangsbedingung und Koeffizientenvergleich ergibt
' = u(r,0) = O(a1€ﬁ$+a2€_\/ﬁ$) = Cay=1,/u=4,a=0.
Die Losung aus dem Produktansatz lautet also

u(z,t) = e



