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Differentialgleichungen 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 4

Korrekt gestellte Probleme:

Ein Problem, bei dem eine Differentialgleichung auf einem Gebiet giiltig ist und
zusitzlich noch Anfangs- und/oder Randbedingungen bzgl. des Gebietes gelten,
heifit korrekt gestellt oder auch sachgemaf3, wenn

e cine eindeutige Losung existiert,

e die stetig von den Eingangsdaten abhangt.

Aufgabe 13:

a) Man zeige, dass die Wellengleichung u;; = 4u,, folgende allgemeine Losung
besitzt:
u(z,t) = f(x —2t) +glx+2t), fgecC%

Tipp: Man transformiere u auf die Koordinaten £ = z — 2t und n = = + 2t und
berechne die allgemeine Losung der transformierten Differentialgleichung.
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b) Man zeige, dass das folgende Randwertproblem fiir die Wellengleichung keine
Losung besitzt und damit kein korrekt gestelltes Problem ist

Uy = AUgy, O<ot<l
u(z,0) = x—12%, 0<z<1,
u(z,1) = 0,

u(0,t) = 0, 0<t<1,
u(l,t) = 0.

Man tberpriife auch, ob die vorgegebenen Randwerte in den Eckpunkten ver-
traglich sind.

Losung:

a) Die Kettenregel ergibt fir u({(x,t),n(x,t)):
Uy = Uelp + UpNy = Ug + Uy,
Uy = UgeSa + UgyTle + Unele + UnyTly = Uge + 2ugy + Uy,
Uy = Uy + upty = —2ue + 2u,
Uy = —2(ugels + ugnne) + 2(Une&e + wngyne) = duge — Bugy + duy,
Man erhalt uy = 4u,, < 16ug, = 0.

Durch Integration nach 1 und ¢ erhalt man die allgemeine Losung
u(§,n) = f(&) +9(n) & ulx,t) = fz —2t) + g(z +21).
b) Zunédchst wird die Kompatibilitdt in den Eckpunkten tiberpriift:
u(z,0) = xz—2* = u(0,0)=0, u(1,0)=0

u(z,1) = 0 = u(0,1)=0,u(1,1) =0,
u(0,t) = 0 = u(0,0)=0, u(0,1)=0
w(l,t) = 0 = w(1,0)=0, u(1,1) =0

Hier ergibt sich also kein Widerspruch.
Die allgemeine Losung der Wellengleichung besitzt die Darstellung
u(z,t) = flx —2t) + gz + 2t) ,

mit noch zu bestimmenden Funktionen f,g € C?.

Aus den Randdaten erhélt man

0 =u(0,1) = f(=20) +9(20) "5 glu) = —f (=)

= u(x,t) = f(x —2t) — f(—x — 2t)

0=u(l,t) = f(1—2t)— f(—1—2t) "=

v —a® =u(z,0) = f(z) - f(-2)
=flr—=2)— f(—x—2) =wu(z,1) =0

Dies fiihrt auf den Widerspruch x — 22 = 0, da = € [0, 1] beliebig.

2t

flu) = f(p—2)
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Die Laplace Gleichung auf einem Rechteck
Berechnet werden soll die Losung der Randwertaufgabe
Upg +Uyy = 0, 0<2<a, 0<y<b,
u(z,0) = hi(z), u(x,b)=nho(z), 0<z<a
u(0,y) = hs(y), wla,y)=ha(y), 0<y<b
Wir konnen annehmen, dass v in den Eckpunkten gleich Null ist. Ist dies nicht
der Fall, so wird die harmonische Funktion uy(z,y) = ¢; + cox + c3y + cyxy, die

die Funktionswerte in den Eckpunkten interpoliert, berechnet und vorher von u
abgezogen.

Bild «(0,0) =1, u(1,0) =3, u(0,1) =4, u(1,1) =0 mit wy(x,y) =1+ 22+ 3y — 6y

Die Losung des obigen Problems kann auf Grund der Linearitdt von Aw aus
Teillosungen w; , © = 1,2, 3,4 aufgebaut werden, fiir die h; # 0 und h;.; = 0 gilt.

Jede dieser Teillosungen lésst sich iiber einen Produktansatz der Form u(z,y) =
f(z) - g(y) berechnen. Setzt man diesen in die Differentialgleichung ein, so ergibt
sich

f"(@)g(y) + f(x)g"(y) = 0.

Durch Separation erhalt man

@) _9"y)

fx) gy

Da die obigen Quotienten fiir alle x und y gelten, miissen sie notwendig konstant
sein. Diese Konstante werde mit A bezeichnet. Damit ergeben sich zwei gewohnliche
Differentialgleichungen in x bzw. in y

@)+ Af(z) =0 und g¢"(y) —Ag(y) = 0.

Der Produktansatz ergibt fiir die Randbedingungen, beispielsweise fiir u;, d.h.
hl#oundh2:h3:h4:0

0=hs=u(0,y) = f(0)g(y) = f(0)=0
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(sonst gilt ¢g=0 = u=0),
0=hs=ula,y) = fla)g(y) = [fla)=0.

Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe

f@) + Af(x) =0 mit  f(0) =0= f(a),

besitzt folgende Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktionen

k22 k
/\k = CL;T s fk<l’> = sin %
k2m?
Damit lautet die allgemeine Lésung von ¢”(y) — = g(y) =0

= k k
gr(y) = cpef™le 4 d e7Fm/e — ¢ cosh mry + dj, sinh Y
a a

Mit einem weiteren Basiswechsel

km(y —b)

a

gr(y) = ay cosh + by, sinh

km(y —b)

(Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen lauten: sinh(s + ¢) = sinhscosht +
cosh ssinh¢ und cosh(s + t) = coshscosht + sinh ssinht) vereinfacht sich die
Losungsdarstellung fiir die Randbedingung
. km(y =0
0= ho = (e, ) = [(x)g(6) = o(8) =0 = gufy) = besinh 7LV,
Da die Differentialgleichung linear ist, erhdlt man durch Superposition eine
Losungsdarstellung der Form

Z by, Slnh —b) sin bz )
a

Die verbleibende Randbedingung ergibt

k
hy(z) = u(zx,0) Z bksmh—s' Zx,

d.h. h; muss in eine ungerade T' = 2a-periodische Fourierreihe entwickelt werden
mit den Fourierkoeffizienten:

a

kmb 2 k
—bksmhi:—/hl( )sinﬂd:c

a a a
0

Maximum-Prinzip fiir harmonische Funktionen:

Es seien D eine offene, beschrénkte und zusammenhangende Menge und die Funktion
u harmonisch (Au = 0) auf D. Auflerdem sei u stetig auf D = DU JD.

Dann werden maximaler und minimaler Funktionswert von v auf dem Rand 9D von
D angenommen.
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Aufgabe 14:
Man lose die Randwertaufgabe

Au = 0, O<z<l, 0O0<y<?2,
u(z,0) = 2sin(3rx), wu(zr,2)=0, 0<zx<l1
u0,y) = 0, u(l,y)=0, 0<y<2

durch einen Separationsansatz der Form u(z,y) = f(z) - g(y), berechne minimalen
und maximalen Funktionswert von v und zeichne die Losung.

Losung:

Einsetzen von u(z,y) = f(x) - g(y) in die Differentialgleichung ergibt
f"(@)g(y) + f(2)g"(y) = 0.

Durch Seperation erhalt man
_f”(&?) _ g//<y)
fx) gy

Da die obigen Quotienten fiir alle z und y gelten, miissen sie notwendig konstant
sein. Diese Konstante werde mit A bezeichnet. Damit ergeben sich zwei gewéhnliche
Differentialgleichungen in x bzw. in y

/(@) + Af(x) =0 und ¢"(y) — Ag(y) =0.

=:\.

Der Produktansatz in die Randbedingungen eingesetzt ergibt
0=u(0,y) = f(O)gly) = [f(0)=0

(sonst gilt ¢g=0 = u=0),

0=u(ly)=fMgly) = [f(1)=0

Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe

@)+ A (@) =0 mit f(0) = 0= f(1),
besitzt folgende Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktionen
M = k2%, fi(z) = sinknz.
Damit lautet die allgemeine Losung von ¢”(y) — k*m%g(y) = 0
ge(y) = ™™ + dre "™ = ¢, cosh kmy + dj, sinh krry .

Mit 0 = u(z,2) = f(x)g(2) = ¢(2) = 0 und man erhélt mit Hilfe der Funktional-
gleichung sinh(s + ¢) = sinh s cosh ¢ 4 cosh ssinh ¢

9k(y) = b sinh km(y — 2).
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Da die Differentialgleichung linear ist erhalt man durch Superposition eine
Losungsdarstellung der Form

u(z,y) = Z b sinh kr(y — 2) sin k7 .
k=1

Uber die verbleibende Randbedingung

2sin(37x) = u(z,0) = Z —by sinh 2k7 sin kmx .
k=1
ergeben sich die by aus den Fourierkoeffizienten von 2sin(3wx) hier iiber eine Koef-
fizientenvergleich:
2 = —bssinh 6.
2sinh 37 (y — 2)

: sin 3wx .
sinh 67

Die Losung lautet daher — u(x,y) =

Nach dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen werden minimaler und ma-
ximaler Funktionswert auf dem Rand angenommen. Hier sind es also die Extrema
von u(x,0) = 2sin(3mx):

1 ] 1
Umin = U (_ 0) = QSIH(SW/2) =-2 y Umax = U (67 0) = 2.

27

Bild 14 Lésung u(z,y)

Plotbefehl in Mathematica:

Plot3D[-2*Sinh [3*Pi*(y - 2)]*Sin[3*Pix*x]/Sinh[6%Pi],
{x, 0, 1}, {y, 0, 2},AxesLabel -> {"x", "y", "u"},
PlotRange -> {-2, 2}]
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Zum Produktansatz in Polarkoordinaten:

Die Laplacegleichung in kartesischen Koordinaten u,, + u,, = 0 besitzt in Polarko-
ordinaten (z,y) = (r cos ¢, rsin ¢) folgende Dartstellung:

uTr+_+_:0 73}0 TQUTT+TUT+U‘P<P:0'
T

Mit Hilfe eines Produktansatzes der Form u(r, ¢) = R(r) - ®(¢) erhilt man

7,.2R// + 7,,R/ (I)//

A
R iiJ

und damit die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
PR'+rR —AR=0 , ®"+X0=0.

Ist das zu Grunde liegende Gebiet ein Kreisring, so muss (®(0) = ®(27)) gelten.
Damit kommen nur 27-periodische Losungen fiir ®() in Frage (A = k%, k € INy):

Do) =ag, Pr(p) = agsin(ky) + by cos(kyp) .
Bei der Losung der Differentialgleichung in R(r) unterscheidet man

1.Fall: Ay =0:

0=rR'"+rR = R(r)= CT—O =  Ro(r) =colnr + dy

2.Fall: M\, =£k%>0:
Der Ansatz R(r) = r® eingesetzt in r?R"” + rR' — k*R = 0 liefert
rala—1)+a—k)=0 = o=k = R(r)=cr"+dir".
Die sich aus dem Produktansatz ergebenden Losungen lauten also:
Ao+ Bolnr | k=0
up(r, ) = Rp(r)-®n(p) = (Apr® + Cer=%) cos(kp) , k>0
+(Byr* + Dypr=*) sin(kyp) .
Durch Superposition erhélt man damit fiir 0 < Ry < r < Ry < oo die Losung

u(r, @) = Ao+ Bolnr + Z(Akrk + Cyr ) cos(ky) + (Brr® + Dpr ™) sin(ky) .
k=1
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Aufgabe 15:

Gegeben sei das folgende Dirichlet-Problem im Kreisring
2 <r=+/2%+y? < 3 (in Polarkoordinaten):

Uy + TU, + Uy, =0,
u(2,p) =cosp,

65 .
u(3,0) =1+ i sin(2y) .

Man berechne die Losung in Polarkoordinaten, gebe sie in kartesischen Koordinaten
an und zeichne sie.

Losung:

Der Produktansatz u(r,¢) = R(r) - ®(¢) eingesetzt in die Differentialgleichung,
ergibt die beiden gewchnlichen Differentialgleichungen

7,,2R// + 7,,R/ (I)”

A
R iiJ

r’R'® +rR'®+ RO =0

Da ®(p) im Kreisring 27-periodisch sein muss (®(0) = ®(27)), erhélt man nichttri-
viale Losungen ®(¢) nur fiir A > 0, namlich fiir Ay = 0 und Ay = k*:

Po(p) =ao, Pr(p) =arsin(ky) +bycos(ke), k=1,2,...

Setzt man A\g = 0 und \; = k? in die Differentialgleichung fiir R(r) ein, so erhlt
man dort die Losungen

Ro(r) = co+dolnr, Ry(r) = cpr® + dpr™ .

Durch  Superposition ergibt sich aus dem Produktansatz damit die
Losungsdarstellung im Kreisring

u(r,o) = Ao+ Bolnr + Z(Akrk + Cypr ) cos(ky) + (Brr® + Dpr ™) sin(ky) .
k=1

Die Randbedingung
w2,¢) = cos(y)

= Ao+ Boln2+ > (Ap2% + Cr27%) cos(kp) + (Br2* + Dp27%) sin(kyp)
k=1

erglbt A0+Boln220, 2A1+Cl/2:1,
sonst Ap2F +Cp27%F =0 = B2 + D,27% .
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Die Randbedingung

65
u(B,p) = L+ > sin(2p)

144
= Ap+Byln3+ Y (3" +37*Cy) cos(kyp) + (3° By + 37" Dy) sin(ke)
k=1
Dy 65
ibt Ag+ Byln3=1, 9B+ — = —
ergibt Ay + Bpln3 , 985 + 9 Tl

sonst 3*A, +37*C, =0=3"B, +37%D, .

Losen des Gleichungssystems fiir Ay, By:

1 In2 Ag 0 —In2 1
_ Ag=— "2 B=—
<1 ln3)(Bo) (1) = " In3 -2’ O In3—In2

Die Koeffizientenmatrizen fiir £ > 1 sind reguléar, denn

ok 9k ok 3k 2\ 9\*
det(sk sk>—@‘2—k—(é) 1‘(1) 70

Man erhilt nur die von 0 verschiedenen Koeffizienten

Gva)(&)-(0) = a-Fa-3

(31)(5)-(wha) = 5= 2=
/ /

Damit lautet die Losung

( ) Inr —In2 L 18 2r n r? 1 in(2¢)
= — — - — — — — | sin :
un e m3—In2  \5 5 )PP T 16 2)>Me¥

Umwandlung in kartesische Koordinaten x = rcose, y = rsing mit sin(2¢) =
2sin(p) cos(y)

Man erhalt so z.B.:  r?sin(2¢) = 2rsin(p)r cos(¢) = 2zy

In\/22 +y%2 —1n2 18x 2r  xy 2xy

wey) = 5wz Vst 58 @ryp

Bild 15 Losung u(r, ¢)
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Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen:

a) ©p € R*  u(xzg) = IR / u(x) ds
|1 Z—2ol|=R

1
b) ®y € R*:  w(zxy) = s / u(x) do
[[X—Xo||=R

Aufgabe 16:

a) Man zeige, dass der Laplace-Operator im IR? invariant gegeniiber Drehungen
ist, d.h. fiir die um den Winkel ¢ gedrehten Koordinaten

£\ cosy sinp x
n ) \ —sing cosyp Y
gilt Uy + Uyy = Uge + Uy

b) Unter Verwendung der Mittelwerteigenschaft berechne man fiir die Losung u
des Problems

Uz + Uy =0 fiir (z -1+ (y—1)2 <25,
wlr,y) =zy fir (x—1)*+(y—1)2=25
den Wert u(1,1).

Losung:

a) Fiir die Koordinaten
E=xcosp+ysing und 7N = —xsinp+ycosy
erhalt man:
§xz=COSp, Ny, =—sinp, § =sinp, n, =cosy.
Nach der Kettenregel gilt daher
Uy = Uy + Upl)y = Ug COSQ — Uy Sin
Uzy = (Uge COS P — UgySin @) cos @ — (Upe COS P — Uy, SN @) sin ¢
= uge cos® p — 2ug, SN oS ¢ + Uy, sin®
Uy = Uy +uyny, = ugsiny + u,cos
Uyy = (Ugesing + gy, cos ) sin @ + (U sin ¢ + u,y, cos @) cos ¢

= Ug sin? ¢ + 2Ugy SIN P COS © + Uy cos? ¢

= Ugg T+ Uyy = Ugg + Uy -
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b) Die Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen u im IR?* besagt, dass
sich der Funktionswert von u im Mittelpunkt o, eines Kreises vom Radius R
berechnen lasst durch Integration langs des Kreisrandes

u(xg) = IR / u(x) ds .

[|T—Tol||=R

Fiir den in der Aufgabenstellung vorliegenden Fall g = (1,1) und R = 5 be-
rechnen wir das Kurvenintegral 1.Art durch Parametrisierung des Kreisrandes
in Polarkoordinaten

T\ [ Scosp+1
m_(y)_c(go)_(’ésingo—i-l)
= |le(p)||=5 = ds=>bdp.

27

1
u(l,1) = Tom 5(5cosp+ 1)(5sinp + 1) dy
0
2
1
= Q—/QSCoscpsingo—i-5cosg0+5singo+ldgo
i
0
2m
1
= — [ ldp=1.
27r/ 14
0
Bemerkung:

u(z,y) = xy erfiillt uy, + v,y = 0 und 16st daher die Randwertaufgabe selbst.
Es gilt also u(1,1) =1-1=1.



