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Partielle Differentialgleichungen 1.0Ordnung
Homogene lineare partielle Differentialgleichungen 1.Ordnung

(Skript S.15+16)

DGI-Typ: Zal(:c)ux =0

i=1

firn=2: a(x,y)u, + az(z,y)u, =0

firn=3: ai(z,y, 2)us + a2(z, y, 2)uy + as(x,y, 2)u, =0

Zugeordnete charakteristische Differentialgleichungen:
x(t) = a(xz(t)) mit a=(ay,...,a,)"

L) — 2(t) = a1 ((t), y(t), (1))
n=2: x% - Zlggg yggg C o on=30 (1) = ax(a(t), (1), (1))
ST 4(t) = ay(a(t), y(1), 2(1))
Haufig vereinfacht sich das Losen dieses i.Allg. nichtlinearen Systems gewo6hnlicher
Differentialgleichungen, wenn man durch einen von Null verschiedenen Koeffizienten
a; teilt und dann zu den sogenannten Phasendifferentialgleichungen iibergeht.

Fir n = 2 und a; # 0 erhélt man dann
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Losen der Phasendifferentialgleichungen:

i(t)=1 = a(t)=t+Cp

Durch die Parametrisierungsforderung z(0) = 0 wird Cy = 0 festgelegt und man

kann x mit ¢ identifizieren, es gilt also — = i
dt dx
Es verbleibt das Losen von 3/ (z) = M.
a1 (‘I7 y(l‘))

Die allgemeine Losung sei jetzt gegeben durch y = ¢ (z, C'). Durch Auflésen nach C'
erhélt man dann die allgemeine Losung fiir v durch

y=vC) = C=9¢y) = uxy)=2ey),

mit einer beliebigen C'-Funktion ® : IR — IR. Dieses u 16st die Differentialgleichung,
denn

d d

(C) = —(p(z(t), (1)) = Py (L2l + y) = Py(Patr1t0yaz) = a1Pta2®y.

0=320C) =15

Fiir n = 3 und a; # 0 erhélt man analog

y = Y1(x,Cy, Cs) Cy = pi(z,y, 2) _
y = wQ(:L,7cl’ 02) = 02 _ QDQ(.I‘,Z/, Z) = u(m,y,z) - (I)(<p1($,y, 2)7302(‘1:73/72)) )

mit einer beliebigen C'-Funktion ® : IR? — IR.
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Aufgabe 5: (Skript S.17+18)

Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden partiellen Differentialgleichung
erster Ordnung;:

(2z — y)uy + yu, = 0.

Losung:

Hier werden drei alternative Moglichkeiten des Losens der charakteristischen Diffe-
rentialgleichungen dargestellt:

a) Losen mit Phasendifferentialgleichung:

yé) 20 —y

(22 —y)uy + yu, =0 Uy + Uy =0

Die zweite charakteristische Differentialgleichung lautet jetzt
J0 =1,

Man erhalt y = t 4+ Cy, d.h. y und ¢ sind bis auf Verschiebung um C} identisch.
Fiir die weitere Losung wahlen wir Cy = 0, also y = ¢ und berechnen x = z(y).

Damit lautet die Phasendifferentialgleichung

,:2x—y:2_x_l
Y Y

T

Die zugehorige homogene Differentialgleichung wird gelost durch Separation

2x T 2
y)=— = —=- = ny = Chy? .
Yy x Yy

Eine Losung der zugehorigen inhomogenen Differentialgleichung erhalt man
durch Variation der Konstanten mit dem Ansatz

1
wy) =Clyy* = Cy'=-1 = Cy= , = wb=v.
Man erhalt iiber die allgemeine Losung;:

r—y

w(y)=Ciyf’+y = Ci= "
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b) Die charakteristischen Differentialgleichungen
2z —ylu, +yu, =0 = =2r-y, y=vy.

Elementares Losen des charakteristischen Differentialgleichungssystems:
y=y = y(t) =ce = et =2

C1
= 2x —y = 2w — cie’ ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung.
Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung:

xy(t) = cpe®

Variation der Konstanten fiir die inhomogene Differentialgleichung: z,(t) =

c(t)et:

2t

e = —cet = = —cet

= c(t)=cre’

Allgemeine Losung: x(t) = coe? + ciet. Damit ergibt sich

2
oy T — , c
x:cg(g) +y = c_iz 2y (mltClzc—g,vgl.a)).
1

C1 1

c¢) Losen der charakteristischen Differentialgleichungen als lineares System mit
konstanten Koeffizienten:

()= (0 ) (G )
Lo 1)

PAN) =det(A—A)=(2-XN)(1—-XN)=0 = XM\=1,x=2

Man berechnet die zugehorigen Eigenvektoren:

Allgemeine Losung des Systems:

¢ 2t
( x<t§ ) = cvie’ + cpvae®t = ( Qe+ ?e ) (vgl. b))

c1€

Man erhalt somit die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung:

mit einer beliebigen C''-Funktion ®.
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Aufgabe 6: (Skript S.17+18)

Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden partiellen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung;:

dru, — 12zyu, — 222%u, =0.

Losung:

Normiert man einen Koeffizienten in der Differentialgleichung auf eins

2
dru, — 12zyu, — 222%u, =0 zé] Uy — YUy — Tuz =0,
so kann man die charakteristischen Differentialgleichungen um eine Gleichung redu-

zieren und nennt sie dann Phasendifferentialgleichungen:

2
xz
.1 . _3 vz
=1, 7y y, % I
=1 = x=t+ Cy, d.h. z und t stimmen bis auf Verschiebung um Cj iiberein.

Ohne Einschrankung kann Cy = 0 gewahlt werden, also = = t.

Losen der Phasendifferentialgleichung:

/ o 3z

Yy = =3y = y(r)=Cre”

Damit lautet die allgemeine Losung mit einer beliebigen C*-Funktion ®:

2

1 =z
U(.T,y,Z) =9 (901(537% z)?@?(xaya Z)) =o <y€3x7 ; - g) .
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Anfangswertaufgaben (vgl. auch Skript S.23)

Bei homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen 1.Ordnung kann man
(erkldrt am Beispiel n = 2) die beliebige C'-Funktion ® : IR — IR in der allgemeinen
Losung

u(z,y) = ®(p(x,y))

durch Vorgabe einer ’Anfangsfunktion’

auf einer Kurve c(s) := (z(s), y(s))? versuchen eindeutig festzulegen, durch

Probleme treten auf, wenn c(s) mit einer Charakteristik iibereinstimmt.

Beispiele fiir spezielle Anfangskurven:

c(z) = (x,0)" ,c(z) = (z,7(x))", cly) =(0,9)", cly) = (v (y),y)" .
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Aufgabe 7: (Skript S.17+18, vgl. auch S.23)

Man l6se die Anfangswertaufgabe

Uy +2u, =0 mit u(z,3r) =2 +z.

Losung:
charakteristische Differentialgleichungen

i=1, §=2

y(x)=2=y=22+C = C=y—2x
allgemeine Losung  u(x,y) = ¥ (y — 2x)
Anfangsbedingung  2* + = = u(z, 3z) = ¢ (3x — 2z) = ¢ (x)

Losung der Anfangswertaufgabe —u(z,y) = (y — 22)° + (y — 2x)

x= X,y= y,z=( y-2 x)3+( y-2 x)

WA

W

RN
R

R

Bild 7: Losung wu(x,y)
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Quasilineare partielle Differentialgleichungen 1.0rdnung  (Skript S.19-22)

DGI-Typ: Zai(m,u)um =b(x,u)

=1

Dieser quasilinearen inhomogenen Differentialgleichung in u(x) wird folgende erwei-
terte quasilineare homogene Differentialgleichung in U(x, u) zugeordnet

(i ai(wa U)sz) + b(m7 u)Uu =0.

=1

Dann wird das vorhergehende Verfahren mit den charakteristischen Differentialglei-
chungen angewendet. Insbesondere konnen auf diese Weise auch lineare inhomogene
partielle Differentialgleichungen 1.0Ordnung also

n

Z a;(x)u,, = b(x)

i=1
behandelt werden.
Fir n = 2 erhélt man:  ay(z,y,w)U, + a2(z, y, w)U, + b(z,y,u)U, = 0,

zugeordnete charakteristische Differentialgleichungen:
2(t) = ax(x(t), y(t), u(t))
y(t) = ax(z(t),y(t), u(t))
ut) = blx(t),y(t), u(t))

verbleibende Phasendifferentialgleichungen, falls a; # 0, d.h. z = ¢
) (@)
al<x> y(x)a U(l?))
b(z, y(z), u(x))
al(x7 y(x)7 ’U,(QZ))

Y
Y

y/(l‘) o a2(£L’, y(x)

u'(x)

Aus der allgemeinen Losung dieser Differentialgleichungen ergibt sich eine implizite
Losungsdarstellung fir u = u(z, y):

y = Pi(x,Cy, Cy) C1 = pi1(z,y,u) _
U= w2($’01702) = CQ — (102(377y’u) = @(gpl(x,y,u),gog(x,y,u)) - 07

mit einer beliebigen C*-Funktion ® : IR* — IR.

Bei der Losung von Anfangswertaufgaben quasilinearer partieller Differentialglei-
chungen 1.0rdnung (erkldrt am Beispiel n = 2) geht man analog zum linearen
homogenen Fall vor:

Vorgabe der ’Anfangsdaten’ durch Wahl von
v(s) := (2(s),y(s), uo(s)) -
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Probleme treten wiederum auf, wenn v(s) so gewahlt wird, dass ((x(s),y(s)) mit
den z, y-Komponenten der Charakteristiken iibereinstimmen.

Einsetzen von v(s) in die implizite Losungsdarstellung

D(p1(2(s),y(5), uo(s)), pa(2(s),y(s), uo(s))) = 0

und bestimmen der Funktion &. AnschlieBend wird dann die Gleichung
O(p1(z,y,u), pa(z,y,u)) = 0 nach u aufgelést. (Annahme: Voraussetzungen des
Satzes iiber implizite Funktionen seien erfiillt).

Bei der Bestimmung von ¢ kann es von Vorteil sein, wenn man vor dem Einsetzen
von v zunédchst nach einer Komponente auflost:

<D<901(3773/7U)7902(377yau)) =0 = 901(5372/7“) 25(902(37;%70)7
v einsetzt und dann die unbekannte Funktion £ bestimmt.

Ein besonders giinstiger Fall tritt ein, wenn beispielsweise o nicht von u abhangt,
d.h. po(z,y,u) = pa(z,y) gilt. Dann kann man versuchen weiteraufzulésen

pr(r,y,u) = E(pa(r,y) = ulz,y) = ¢(ea(,y))

und durch Einsetzen der Anfangsdaten die unbekannte Funktion v bestimmen

uo(s) = u(x(s),y(s)) = V(pa(z(s),y(s))) = ¥(s).
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Aufgabe 8: (Skript S. 21+22)

Man l6se die Anfangswertaufgabe
zu, + (x4 2y)u, = 3u— 2 mit  u(2z,27) = 27 + 82

unter Verwendung der Charakteristikenmethode.

Losung:

Der inhomogenen linearen PDG 1.0rdnung in den Variablen (x,y) wird das erwei-
terte Problem in den Variablen (z,y,u) zugeordnet:

zUy + (x +2y)Uy + (Bu —22)U, = 0.
Fiir dieses Problem werden die charakteristischen Differentialgleichungen gelost
x(t) = =z
y(t) = z+2y

u(t) = 3u—2z

©(t) = =z = z(t) = Cie!
y(t) = v+2y=2y+Cie' = y(t) = Coe* = Cie

w(t) = 3u—2x=3u—2C1e = ut)=Cze% + Cre

b) Standardlosungsmethode fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten:

100
yt) | = 120 y(t)
) -2 0 3

_A
PAA) =det(A—-A)=(1-X)2-XN)B—-X)=0
Eigenwerte: A =1, A =2, A\3=3

1 0 0
Eigenvektoren: v, = —1 , Vg = 1 ,v3=1 0
1 0 1

Allgemeine Losung des (homogenen) Systems:

1 0 0
v(t)=Cret | =1 | +Coe® [ 1 | +Cse® | 0
1 0 1
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Elimination von ¢ durch z(t) = Cie’ = €' = Ci und anschliefendes Auflésen nach
1
den Konstanten
CQIQ ~ C2 €T + y
_ _ 2t t_ o -
y=y(t) = Che™ — Cre' = ( C12 )—x = C’z._C—lz_?

Csz? - Cy u—=x
C§>—|—x = Og:zc—%:—m?)

Damit wird die Losung u beschrieben durch folgende implizite Gleichung:

u = Cse3 + Cre! = (

Uz, y,u) = B(Cy, Cs) = B (ﬂ u- ) 0

2 3

Setzt man die Auflosbarkeit nach der 2. Variablen von ® voraus, so ergibt sich die
allgemeine Losung mit einer noch frei wahlbaren Funktion W:

o () = ) —er o (25

3 2 2

Durch Einsetzen der Anfangsbedingung wird ¥ bestimmt:

4 1 1
27 + 87% = u(2x, 2z) = 27 + 82°V ) s v (= =—=>V(z)=x.
422 x x

Daraus erhélt man die Losung der Anfangswertaufgabe:

r+
u(z,y) =z + 2° x2y:x—|—x2+xy.




