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Partielle Differentialgleichungen

Ein Gleichungssystem der Form

ou ou oPu oPu
F<$,’U,(Q§),a—xl,...,a—%,...,ap—xl,...,ap—%> =0

mit © = (z1,...,2,)" und

u=u(x)= (ur(z1,...,2), ..., um(z1,...,2,))7 heiBt partielle Differentialglei-
chung der Ordnung p.

Typen partieller Differentialgleichungen (Skript: Seiten 4-7)

e linear (vektoriell, Ordnung p)

F(x)+ ao(z) - u(x) + a1o, o(x) - ———— + -+ ao,_ o01(x) -
OPu(x)
oPxy

Beispiel: u = u(z,y), d.h. u skalar mit zwei Variablen x und y

+a,o,. o(x) +-tao. op(x) —— =

0 = f($7 y) + (10(33, y)u + al,O(xa y)ux + aO,l(xa y)uy
Fa2,0(, Y)Uge + a1,1(T, Y)Ugy + a02(2, Y) Uy,

e semilinear (vektoriell, Ordnung p)

ou ou or~lu P~ lu )
0

81’1’“"axn7.”’81’*1%1’”"817*11'”

+ ..+a0 ..... 07p(m).—:

Beispiel: u = u(z,y)
0 = f(l', Y, U, Ug, U’y) + a2,0<x7 y)um + al,l (.T, y)uxy + a/0,2<x7 y)uyy

e quasilinear (vektoriell, Ordnung p)

F ( ou ou o1y oy )

) ) ax17 ) axn7 ) ap_1x17 ) ap_lxn
N ou ou P~y P~y oPu
apo,..0| LT, U .
P T Oy By, oy o1y, ) 9Py
N ou ou or~lu or~lu oPu 0
P\ Oy Oy, O ey oL, ) OPy,

Beispiel: u = u(z,y)
0= f(ma Y, U, Ug, uy) + QQ,O(‘T, Y, U, Ug, uy)uxaz + al,l(ma Y, U, Ug, uy)u:ry + ap,2 (:L'a Y, U, Ug, uy)uyy

e In den tibrigen Fallen ist die partielle Differentialgleichung nichtlinear.

Eine Funktion u heifit harmonisch, wenn Au = 0 gilt.
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Aufgabe 1:
a) Man bestimme den Typ der folgenden partiellen Differentialgleichungen:

) Uy + utu, = 37 + 4y — 6u + 5,

) u$y+y2u§ = e+ 2% + 97,

(iil) w2, + 2*uy, = 1+ 22 + 3y + 4u + 5u, + 6u,,
) In(ugy +uy) + uy +uy =1,

TUy \ Uy
@ (a)=(-)
b) Man zeige, dass folgende Funktionen harmonisch sind:

(1) wi(z,y) = 2" —3zy*
(i) uz(z,y) =32y —y°
(ili) wus(z,y) =Im(e* + 2) + 6Re(2) mit z =z +1iy € C .

a) (i) wu,+v*u, =3z +4y —6u+5, skalar, quasilinear, 1. Ordnung
(i) ugpy + yQuf} ="+ 2% +9°  skalar, semilinear, 2. Ordnung

(iil) w2, + 2*uy, = 1+ 22 + 3y + 4u + Su, + 6u,,
skalar, nichtlinear, 2. Ordnung

(iv) In(uy +uy) +uy +u, =1, skalar, nichtlinear, 1. Ordnung,

(v) ( Tlla > = ( _Zy ), vektoriell, linear, 1. Odnung

TV, y

b) (1) Aul = (ZE?’ - 3£E3/2)m; + (l,?) - 3I‘y2)
(i) Auz = (32%y — ¥*)sw + (32%y — ¥°)

(ili) Aug = (e"sin(y) +y + 62)y, + (e°sin(y) + y + 62),,
= ¢e”sin(y) — e”sin(y) =0 .

gy = 6 —6x =0

gy = 6y — 6y =0
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Aufgabe 2:

Man 16se folgende Differentialgleichungen

a)
b)

c)

Uyy — 42Uy + 32%u = —8x + 32° + 62%y,
Uy = 27 cOSY + € + 397,

z(x + Dugy = 2z + 1)u,.

Losung:

2)

Fasst man x als Parameter auf, so kann diese partielle Differentialgleichung
als gewohnliche Differentialgleichung aufgefasst werden in v(y) = u(zx, y):

v — dav’ + 32%v = —8x + 32 + 627y .

Losung der homogenen gewohnlichen Differentialgleichung
V" —dav’ + 3270 =0

mit dem iiblichen Ansatz v(y) = e, dabei kann A von z abhingen, also
A = A(x) gelten.
pA) =X —daeA+ 3P =(A—22) -2 =0 = A=22r+z
= u(y) = c1(z)e*™ + co(z)e™
mit frei wihlbaren stetigen Funktionen ¢i(x) und co(z).

Losung der inhomogenen gewohnlichen Differentialgleichung
v — dav’ + 32%v = —8x + 3% + 627y

mit dem {iblichen Ansatz v,(y) = a(z)y + b(z) :

V" — dav’ + 3x%v = —dxa + 3% (ay + b)

= 32%ay — dax + 32%b = —8x + 32° + 627y

=a=2=b=x = vy =2y+x

= u(z,y) = vy) +vp(y) = c1(2)e*™ + eapx)e™ + 2y +
Uy = 2vcOsy +€" + 3y = wu, =2zsiny + ye’ +y° + c(x)
= u(z,y) =2’siny +ye” + 2y’ + f(z) + 9(y)

mit beliebigen und differenzierbaren Funktion g und f, wobei f'(z) = ¢(x)
gilt.

Setze v(x,y) = uy(x,y), dann erhilt man:
(x4 Dugy = (22 + 1)u,

_21:+1

v, 2x+1
= v, = =

2 vo= o=
T+ v T+
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2 1
/@:/ T dr = Inlv|=In|2?+ z| + k(y)
v +x

72
uy=v=cly) @ +z) = uxy) =9y @@ +z)+f(z)
mit beliebigen und differenzierbaren Funktion f und g, wobei ¢'(y) = c(y) gilt.

=
=

Aufgabe 3:

Man berechne mit Hilfe von Exponentialansiatzen reelle Losungen der folgenden
Differentialgleichungen:

a) u(t,z) =" fiir  uy = Ny ,

az+py+yz

b) u(x,y,z) =e fir — wgy + Uyy + Uz, —2u, +u=0.

Losung:

r+at

a) u(t,z) =e eingesetzt uy = u,, ergibt

ettt = 9ttt = o =43,
Losungen der Differentialgleichungen sind also
flz,t) =" und  f(x,t) =" 7.

b) U(:L’,y, Z) _ 6aa:+6y+vz

= Ugy = 05215 y o Uyy = EQU y  Uzz = ’72U

In die Differentialgleichung einsetzen:

Ugy + Uyy + Uz, — 2u, +u =0

= *u+pu+yu—2yu+u=0

2 24 B4 (y—1)2=0

= y=1=+iya?+p?

L nlegz) = e cos( /o B,
ua(a,y, 2) = € sin(/a? + 72)
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Aufgabe 4:

Man lose die Anfangswertaufgabe
2v; + 5v, = 12tz + 15t>,  v(0,2) = cos(27)
und zeichne die Losung.

Hinweis:  Durch eine geeignete lineare Transformation

= at+bx
s = ct+dx

mit ad — be # 0 transformiere man die Differentialgleichung auf eine gewohnliche
Differentialgleichung.

Losung:

Mit v(t, z) = w(r(t,z), s(t, xz)) transformieren sich die partiellen Ableitungen in der
Differentialgleichung nach der Kettenregel

Up = WpTy + WsSt ,  Up = WpTy + WsSy

mit r; =a, s, = c, rp, = b und s, = d. Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt
sich
12tz + 151> = 2(w,rs + wsse) + 5(w,ry + wssy)

= w,(2r; + 5r,) + ws(2s; + 5s,)
= w,(2a + 5b) + ws(2¢ + 5d) .

Durch geschickte Wahl der noch unbestimmten Koeffizienten a, b, ¢ und d der
linearen Transformation kann man einen Koeffizienten der transformierten Dif-
ferentialgleichung gleich Null setzten und den anderen eindeutig festlegen unter
Beriicksichtigung von ad — bc # 0 (reguldre Transformation). Beispielsweise fiihrt

die Wahl
= 5t — 2x N t = r/5+2s

a=50b=-2,¢=0,d=1/5 = /5 . 5o

auf die transformierte Differentialgleichung
3
wy(r,s) = 12(r/5 + 28)5s + 15(r /5 + 25)? = g(rQ + 40rs + 300s7) .

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in der Variablen s mit dem Parameter
r. Integration beziiglich s fithrt auf die Losung

3
w(r,s) = 5(7’25 + 20rs? + 100s*) + f(r)

= w(ta) = g ((St - 2:,:)2% +20(5¢ — 22) (%)2 +100 (g)g) + £(5t — 22)

= 3t’z + f(5t — 27)
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Die Anfangsvorgabe wird verwendet, um die noch unbestimmte Funktion f festzu-
legen
v(0,2) = f(—2z) = cos(2z) = f(z)=cosz.

Damit lautet die Losung der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

v(t,z) = 3t%x + cos(5t — 27) .

Bild 4: v(t,z) = 3t*x + cos(5t — 27) fiir 0 <t < 0.6 und —27 < x < 27



