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Was sind partielle Differentialgleichungen?
Definition
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

Ju au d’u  Jfu d°u
FIx,ux),—,...,=—,..., , P =0
X4 IXp 9X1p ax1p_18x2 ax,’,’
flr eine gesuchte Funktion u : D — IR™, D c R” heif3t ein System
partieller Differentialgleichungen (PDE) fir die m Funktionen
ui(X), ..., Un(x).
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Was sind partielle Differentialgleichungen?
Definition (cont.)

Pu
Xt .. oxpr
auf, so spricht man von einer partiellen DGL der Ordnung p.

Tritt eine der partiellen Ableitungen p—ter Ordnung explizit

Typischerweise treten in Anwendungen (Systeme) partielle(r)
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung auf.
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Definition (cont.)

@ Eine PDE heif3t linear, falls F(x, u, ...) affin—linear in den
Ju JPu .

Variablenu, —, ..., — ist.
IX1 oxP
@ Eine PDE heiB3t semilinear, falls F(x, u,...) affinlinear in den
. JPu JPu oPu . . -
Variablen —, ——, ..., — ist und die Koeffizienten nur von

s — ,-
aXf 8xf 18)(2 3Xﬁ
X = (X4,...,X,)" abhéngen.

@ Eine PDE heifBt quasilinear, falls F(x, u, ...) affin-linear in den

P P P
Variablen a—ﬂ, 8_—1u,..., 8_1; ist. Die Koeffizienten kénnen
8X1 07)(1p X Xy
dann von
Ju oP~u )
X, U, m, ewr= abhangen.
Xn

@ In allen anderen Féallen ist die PDE nichtlinear. )
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Was sind partielle Differentialgleichungen?
Beispiele
@ skalare lineare PDE erster Ordnung in zwei Variablen

ai(x, y)ux + ax(x, y)uy + b(x, y)u = c(x, y)

@ skalare quasilineare PDE erster Ordnung in zwei Variablen

ai(x,y, u)ux + ax(x,y, u)uy = g(x,y, u)

@ semilineare PDE (System) zweiter Ordnung in n Variablen
Z aj(x,..., uX,X] =b(X1,...,Xn,U, Uy, ..., Uyx,)

@ nichtlineare skalare PDE erster Ordnung in zwei Variablen

(UX)2 =+ (U}/)z = f(X/y/ u, uy - Uy)

v
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Was sind partielle Differentialgleichungen?
Bemerkung

In Anwendungen treten typischerweise Ortsvariablen X = (x1,...,x,)"
(oft n = 3) sowie die Zeitvariable t € R auf.
Wir betrachten dann die allgemeine PDE der Form
oP P P
F|x, tu(xt), ou 8_u ogu_Ju . ZY_9

Ix’ O X o ox, T OMP
n (n+ 1) Variablen. Differentialoperatoren wie etwa
V div rot oder A

beziehen sich dann stets auf die n Ortsvariablen, zum Beispiel

5 o2
d|v_Za , 228_

i=1

v

Differentialgleichungen Il 4th June 2019

11/216



Was sind partielle Differentialgleichungen?

Der Reynoldsche Transportsatz

Zur Zeit t = 0 nehme eine physikalische GréBe (Ladung, Fluid etc.) die
beschrénkte und offene Menge Dy c R” ein. Die Funktion ®(y, {)
beschreibe die Veranderung eines Punktes y, € Dy in der Zeit

(DZD()X[O,T]—)DtC]Rn,

so dass
D; :={®(y,t) : y e Dy}
Die Trajektorie von y € Dy ist die Abbildung t — ®(y, t) € Dy und

J
510, 1) = v(o(y, 1), )

bezeichne das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen GréBe.
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Der Reynoldsche Transportsatz
Fur eine beliebige differenzierbare, skalare Funktion f: Dy x [0, T] = R
gilt:

:jjt f(x,t) dx—fa%f(x, t) + div (f(x, t)v(x, t)) dx.

Dy Dy

Beweisidee:
Sei J(y, t) = det(Dy®(y, t)) die Jacobi—Matrix von ®(y, t) bzgl. y.
Transformiere damit D; auf Dy:

ffx t) dx_ff (y, 1), t)J(y, t) dy.

Berechne dann die zeitliche Ableltung der rechten Seite
dt f f(o y t)dy

und transformiere zurtick auf das zeitabhéngige Gebiet D;. |
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Die Kontinuitatsgleichung

Sei u(x, t) die Massendichte einer physikalischen Gré3e und es gelte
ein Erhaltungsprinzip der Form

4 [u(x, t)ydx =0.
Dy

Dann folgt aus dem Reynoldschen Transportsatz

[ Zu(x, t) +div (u(x, t)v(x, t)) dx = 0.
Dy

Da Dy eine beliebige Teilmenge des R” ist, folgt die
Differentialgleichung:

%u(x, t) +div (uv)(x,t) = 0.

Diese wichtige Gleichung wird als Kontinuitatsgleichung bezeichnet.
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Die Flachwassergleichung
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Die Flachwassergleichung
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Die Flachwassergleichung
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Die Flachwassergleichung
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Die Flachwassergleichung
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Die Kontinuitatsgleichung

Wir schreiben die Kontinuitétsgleichung mit Hilfe der Flu3funktion
q(x, t):

a%u(x, t) +div(q(x, t)) = 0.
Eine Gleichung fir zwei unbekannte Funktionen u(x, t) und q(x, t)?

Deshalb: Modellierungsansatz

a(x,t) :=q(u(x, t), Vu(x,t),...)
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Einfachstes Beispiel
Der Fluf3 q ist proportional zur Dichte u, i.e.

q(x, t) :=a-u(x,1t), acR"

Daraus folgt
a%u(x, t)+a-Vu(x,t)=0.

Man nennt diese Gleichung auch die Transportgleichung.
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Warmeleitungs— oder Diffusionsgleichung
Die Dichte u(x, t) beschreibe

@ eine chemische Konzentration;

@ die Temperatur;

@ ein elektro—statisches Potential.

Physikalische Modellierung: der Fluf3 q ist proportional zum
Gradienten der Dichte u, zeigt allerdings in die entgegengesetzte
Richtung, i.e.

q(x,t) .= —-aVu(x,t), a> 0.

Daraus folgt
2u(x, t) +div(—avu(x,t)) =0

und damit die partielle Differentialgleichung

(x,t) =a- Au(x,t).

=u
at
v
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Warmeleitungs— oder Diffusionsgleichung

Setzen wir a = 1, so erhalten wir die klassische
Waérmeleitungsgleichung oder auch (lineare) Diffusionsgleichung

0
8—tu(x, t) = Au(x, t).

Die AbschluBrelation
qa(x, t) .= —-aVu(x,t), a>0

nennt man dabei entweder
@ das Ficksche Gesetz der Diffusion;
@ das Fouriersche Gesetz der Warmeleitung, oder
@ das Ohmsche Gesetz der elektrischen Ladung.

Beachte: Drei unterschiedliche physikalische Probleme liefern eine
identische partielle Differentialgleichung.




Was sind partielle Differentialgleichungen?

Laplacegleichung
Ist die Losung der Wéarmeleitungsgleichung unabhéngig von der Zeit t,
ie.

d
EU(X, t) =0

so erhélt man die Laplacegleichung
Au(x)=0

Lésungen dieser Gleichung nennt man harmonische Funktionen.
Die Gleichung
Au(x)=f
mit gegebener Funktion f nennt man Poissongleichung.
Hierbei beschreibt die Inhomogenitat etwa eine vorgegebene

raumliche Ladungsverteilung f und die Lésung u das dadurch
erzeugte Potential.

Differentialgleichungen Il 4th June 2019 24/216




Was sind partielle Differentialgleichungen?

Maxwell-Gleichungen
GauBsches Gesetz  divD(x,t) = p(x,1),

GauBBsches Gesetz  divB(x,t) = 0,
fir Magnetfelder

Induktionsgesetz 2B(x,t) = -rotE(x, 1)
ELvrsgﬁlﬁiigsgesetz %D(X, 0 = el =it
H : magnetische Feldstarke B : magnetische Flu3dichte
E: elektrische Feldstarke D:  elektrische FluB3dichte
JE Verschiebungsstrom p Raumladungen
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Was sind partielle Differentialgleichungen?

Maxwell-Gleichungen
GauBsches Gesetz  divD(x,t) = p(x,1),

GauBBsches Gesetz  divB(x,t) = 0,
fir Magnetfelder

Induktionsgesetz 2B(x,t) = -rotE(x, 1)
Erweitertes 2D(x,t) = rotH(x,t) —j(x, 1)

Durchflutungsgesetz

Zusatzlich sind noch Materialgesetze notwendig. Im Vakuum gilt etwa

p(x,t) = 0O,
ix ) = 0
D(x,t) = eoD(x, 1),
B(x, 1) poH(x, t).

v
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Was sind partielle Differentialgleichungen?
Die Telegraphengleichung
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Was sind partielle Differentialgleichungen?
Die Telegraphengleichung
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Was sind partielle Differentialgleichungen?
Die Wellengleichung
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Was sind partielle Differentialgleichungen?
Die Wellengleichung
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Partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Die Methode der Charakteristiken

Wir betrachten zunachst eine skalare quasilineare PDE 1. Ordnung
gegeben durch

n
Z aj(x, u)uy, = b(x, u), xeR".
i=1

Eine Lésung kann durch die Charakteristikenmethode berechnet
werden, wobei wir zunachst den homogenen und linearen Fall
betrachten.
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
Definition
Das autonome System gewdhnlicher Differentialgleichungen

heil3t das charakteristische Differentialgleichungssystem einer
homogenen linearen PDE

n
Z ai(x)uy, =0, xeR".
i=1
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Die Methode der Charakteristiken
Wir berechnen nun

Z a(x(1))ux (X(1)).

Daraus folgt aber sofort:

Die Funktion u(x) ist genau dann eine Lésung der partiellen
Differentialgleichung, wenn u entlang jeder Lésung x(t) des

charakteristischen Differentialgleichungssystems konstant ist, d.h.

u(x(t)) = const.

Definition
Man nennt die Lésung u(x) dann ein erstes Integral des
charakteristischen Differentialgleichungssystems.

Differentialgleichungen Il 4th June 2019
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
Beispiel
Wir betrachten die PDE in drei Variablen

Xuy + yuy + (X% + y?)u; = 0.

Das charakteristische System lautet dann

X = X,
7=,
z x4 y?

und besitzt die allgemeine Lésung

x(t) = cé,
y(t) = o€,
1
z(t) = 5(012 + cg)ezt + Cs.

Man nennt diese Loésungen auch die charakteristischen Kurven.
Differentialgleichungen |1 4th June 2019 35/216



Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
Beispiel (cont.)
Fir die Lésung der Ausgangsgleichung gilt damit

1
u(x(t), y(t), z(t)) = u(c1 el, cé!, 5(012 + c§)e2t i 03) = const.
Die charakteristischen Kurven erfillen aber die Beziehungen

et:X(t)/C1 :y(t)/CZ = _}/(t)/X(t):Cg/C1 =ceR

2()= (P +y) o = 2(t) - 5P +y() = deR

d.h. allein die beiden Konstanten ¢ und d definieren den Wert von u
entlang der charakteristischen Kurven.
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
Beispiel (cont.)
Daraus folgt die Lésungdarstellung
(Y 12 2 )
U(X/y/z)_q)(xlz 2(X +y )

mit einer beliebigen C'-Funktion ¢ : R? — R.
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Quasilineare inhomogene Differentialgleichungen
Die Methode der Cparakteristiken lasst sich auf Gleichungen der Form

Z aj(x, u)uy, = b(x, u), xeR"
i=1

Ubertragen.
Man betrachtet rgazu das erweiterte Problem

Z ai(x, u)Uy, + b(x, u)U, =0, xeR"
i=1

mit der unbekannten Funktion U = U(x, u) von (n+ 1) unabh&ngigen
Variablen x und u.

Dann gilt: Ist U(x, u) eine Lésung mit U, # 0, so ist durch U(x,u) =0
implizit eine L6sung u = u(x) des Ausgangsproblems gegeben.

v
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
Beweis:

Gilt U, # 0, so 1aBt die Funktion U(x, u) nach dem Satz tber implizite

Funktionen nach u(x) auflésen. Wegen U(x, u) = 0 gilt dann

Uxi + Uuuxi - 0

Ferner haben wir

Y ai(x, u)Uy, + b(x, u)Uy = 0
i=1

n

aj(x, u)ux,.) Uy + b(x,u)U, = 0.
i=1

I

und daraus folgt [

Wir erhalten also mit U, # 0 die Differentialgleichung

Zn: ai(x, u)uy, = b(x, u).

i=1

Differentialgleichungen Il 4th June 2019
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
Beispiel
Gesucht ist die allgemeine Losung der quasilinearen Gleichung

(T +x)ux—(1+y)uy =y —x.
Das erweiterte Problem lautet dann
(A+x)Ur-(1+y)U,+(y —x)U, = 0.

Das charakteristische Differentialgleichungssystem ist

x = 1+x,
y = -(1+y),
u = y-x.
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
Beispiel (cont.)
mit der allgemeinen Lésung

x(t) = cye' -1,
y(t) = cel-1,
u(t) = c3—-cet—cyéel.

Wir verfahren wie im letzten Beispiel und I6sen das charakteristische
System auf:

t X+ 1 Co
e = = =3 X+ 1 +1)=ci-cxc=c€eR
o Ty (D +D=ci e

und
u=c—-(x+1)-(y+1) = u+x+y=deR.
Wieder bestimmen alleine die beiden Konstanten ¢ und d das

Lésungsverhalten.




Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
Beispiel (cont.)
Daraus folgt die allerdings implizite L6sungdarstellung

¢((x+1)(y+1),u+x+y):0

mit einer beliebigen C'—Funktion ¢ : R? — R.

Beachte: Im Gegensatz zu linearen Gleichungen erhélt man bei
quasilinearen Gleichungen keine explizite Lésungsdarstellung und die
Lésung existiert gegebenenfalls nur lokal.
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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Beispiel (cont.)
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung
Nun: Eine Zeitvariable t und n Ortsvariablen x € R".

Definition
Das auf ganz R” definierte Anfangswertproblem
n
ur+ Y, ai(x, t,u)uy, = b(x,t,u) inIR"x (0, )

i=1
u=ug auf R" x {t = 0}

bezeichnet man als ein Cauchy—Problem.
Zum Zeitpunkt t = 0 ist die Anfangsbedingung

u(x,0) = uo(x)

explizit vorgegeben.
Die konkreten Losungen lassen sich dann wiederum mit Hilfe des
Charakteristikenverfahrens berechnen.

v
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung
Beispiel (Transportgleichung)

u+a-Vu=0 inR"x(0,),

u=up auf R" x {t = 0}

mit dem konstantem a € R".
Methode der Charakteristiken liefert (n + 1) Differentialgleichungen
a_, o ax_,
dt ’ dt
und wir kbnnen ohne Einschrankung t = T annehmen.
Die Lésung der zweiten Gleichung lautet dann
X(t)=xp+a-t
mit einer Anfangsbedingung x(0) = X.
Die charakteristischen Kurven sind also gerade Geraden, die zur Zeit
t = 0 den Punkt xq durchlaufen und in Richtung a laufen.

v
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Beispiel (Transportgleichung)

Mdchte man die Lésung an einem Punkt (x, t) bestimmen, so sucht
man zunachst die zugehdrige Charakteristik durch diesen Punkt und
(x0,0) fiir ein Xp:

X=Xp+at = Xg=Xx-at

Da die Lésung entlang der Charakteristiken konstant bleibt, folgt sofort
die L6ésungsdarstellung

u(x, t) = up(x — at)

Interpretation dieser Lésung:

Das gegebene Anfangsprofil up(x) wird mit der konstanten
Geschwindigkeit a € IR” weitertransportiert, ohne seine Form zu
andern.

v
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Beispiel (Transportgleichung, cont.)

Probe:
Es qilt

ui(x,t) = —aVuw, Vu(x,t)=Vuy = u+a-Vu=0.
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung
Beispiel
Wir betrachten das Anfangswertproblem

us+ txuy =0 inIRx (0, ),
u=sinx auf R x {t = 0}.
Charakteristische Gleichung:
X =1, x(0) = xo

besitzt Losung
x(t) = Xp exp (%)
Daraus folgt die Lésungsdarstellung des Anfangswertproblems:

u(x, t) =sin [x exp (—g)] |
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Zurick zum anfangs definierten Cauchy—Problem

n

us+ Y, ai(x, t,u)uy, = b(x,t,u), inR"x(0,c0),
i=1

u= U auf R" x {t = 0},

Das charakteristische System lautet dann
= a(xt,u),
u = b(xtu)
mit den Anfangsbedingungen x(0) = xo und u(0) = up(Xo).

Dies ist ein gekoppeltes nichtlineares Differentialgleichungssystem,
das unter Umstanden nur lokale Lésungen in der Zeit besitzt. Im
Allgemeinen wird daher die Methode der Charakteristiken nur lokal in
der Zeit eine Losung liefern.
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Beispiel (fur lokale Lésungen in der Zeit)

Wichtige Klasse von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung:
nichtlineare skalare Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension.

Das zugehdrige Cauchy—Problem lautet:
us+ f(u)xy =0 in Rx (0, 00),
u= U auf R x {t = 0}.

Die gegebene Funktion f = f(u) nennt man die FluBfunktion.

Solche Differentialgleichungen sind quasilinear, denn eine andere
Darstellung der PDE ist

ur+ a(u)ux =0

mit a(u) = f'(u).
Man nennt die Funktion a(v) auch in Analogie zur Transportgleichung
die lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit.
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Beispiel (Burgers Gleichung)

Die wohl beriihmteste Erhaltungsgleichung ist die sogenannte Burgers

Gleichung 2 mit der FluBfunktion f(u) = u?/2.
Wir betrachten im Folgenden das Cauchy—Problem

ut+ uuy =0 inRRx(0,00),

u= U auf R x {t = 0}
mit der Anfangsbedingung
1 : X <0,
u(x)=3 1-x : 0<x<I1,
0 : x>1.

2Johannes Martinus Burgers, 1895—-1981, niederlandischer Physiker
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Burgers Gleichung

Wir verwenden die Methode der Charakteristiken, um die Lésung zu
bestimmen.

Die charakteristische Gleichung lautet
x=u, x(0)=Xxp.

Da die Lésung der Burgers Gleichung entlang der Kurve x(t) konstant
bleibt, gilt
X=uUy(X) = x(t)=x0+ tup(xp)-

Das sieht zwar harmlos aus, ist es aber keineswegs!
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Burgers Gleichung
Mit der gegebenen Anfangsbedingung up(x) erhalten wir

t+X0 : XOSOr
x()=3 (1-x)t+x : 0<x<1,
X0 : Xp > 1.

Das zugehdrige Bild der charakteristischen Kurven:

V.

Differentialgleichungen Il 4th June 2019 53/216




Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Burgers Gleichung (Singularitat der Lésung)

Zur Zeit t = 1 laufen unendlich viele Kurven durch den Punkt x = 1,
d.h. im Punkt (x, t) = (1,1) ist die L6sung nicht mehr eindeutig.

In der Tat existiert die (klassische) Lésung der Burgers Gleichung mit
der angegebenen Anfangsbedingung nur lokal in der Zeit fir 0 < t < 1.

Far t € [0,1) ist die Lésung gegeben durch

1 DoX<t,
ux, t)y=3 (1=-x)/(1-1t) : 0<t<x<1,
0 cox> 1.
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Zugehdriges Bild der Lésung fiir verschiedene t € [0,1)
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Beispiel: Skalare Erhaltungsgleichungen
Das Cauchy—Problem

ur+ f(u)x =0 inRx(0,c0),
u = up auf R x {t = 0}

hat im Allgemeinen keine globale Lésung.
Die Burgers Gleichung aus dem letzten Abschnitt mit der

Anfangsbedingung 1 . x<0,
u(x)=3 1-x : 0<x<I1,
0 : x>1
besitzt nur auf dem Zeitintervall [0,1) die klassische Lésung
1 X<l
ux, t)y=3 (1-x)/(1-1t) : 0<t<x<1,
0 Dox> 1.

v
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung
Was passiert firt > 1 ?

Zunachst: Funktionen mit kompaktem Trager
Definition
Der Trager einer Funktion f : R” — R ist die Menge

{x e R": f(x) # 0}.

Ist der Trager einer Funktion kompakt, so sprechen wir von einer
Funktion mit kompaktem Trager.

Bemerkung

Es qgibt (viele) differenzierbare, ja sogar unendlich oft differenzierbare
Funktionen mit kompaktem Trager. Diese spielen in der modernen
Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen eine
entscheidende Rolle.

v
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung
Was passiert far t > 1 ?

Sei v: R x [0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit kompaktem
Tréager.

Multiplikation von u; + f(u)x = 0 mit v und Integration tber R x [0, o)
liefert

0 = ff(utJr x) vdxadt

0

= ffuv,dxdt f (x)v(x,0)dx — f”ff(u) vxaxdt.

0 — 0 —o©

Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = ug(x) ergibt sich

ff uvy + f(u) vX)dxdt+fuo( x)v(x,0)dx = 0.




Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung
Definition

Eine differenzierbare Funktion v : R X [0, c0) — R mit kompaktem
Trager nennt man auch eine Testfunktion.

Eine Funktion u € L*(R X [0, c0)) nennt man eine schwache Ldsung,
falls die Beziehung

ff(uvt-l-f(u)vx)dxdt-l-fuo(x)v(x,O)dx:0
0 —oc —00

fur alle Testfunktionen v erflllt ist.

Bemerkung

Eine schwache Losung muf3 keine differenzierbare Funktion sein,
sondern
kann sogar Sprungstellen besitzen.

v
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Definition
Das Anfangswertproblem

ur+f(u)x =0 INnRx(0,),
u = up auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

uy : x<0,
UO(X):{U: . x>0

nennt man ein Riemannproblem flr skalare Erhaltungsgleichungen.

v
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Beispiel
Ein Riemannproblem fir die Burgers Gleichung lautet

Ut +uuxy =0 inRRx(0,00),
u= U auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

u : x<0,
to(x) = u : x>0.
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Was sind in diesem Fall die schwachen Lésungen?
1) StoBwellenlésung bei der Burgers Gleichung

Far u; # uy ist die sogenannte StoBwelle

u - x<s(t,

U(X’t):{ur . x> s(t)

eine schwache Lésung.

Dabei bezeichnet die Funktion s(t) die Lage der StoB3front, d.h.
der Unstetigkeitsstelle oder Sprungstelle.

Die StoBfront bewegt sich mit der Geschwindigkeit S(t) wobei

: [l f(u)—f(ur)
S(t) = m = —U/— ur

und s(0) = 0 ist.

Diese Beziehung nennt man die Rankine—Hugoniot Bedingung.
Differentialgleichungen Il 4th June 2019 62/216




Anfangswertprobleme bei Gleichungen erster Ordnung

Was sind in diesem Fall die schwachen Lésungen?
2) Verdunnungswelle bei der Burger’'s Gleichung

Fir u; < uy ist die sogenannte Verdiinnungswelle eine schwache

Lésung
u x<ut
ux,t)y=4 ¥  ut<x<ut,
ur XZUrt

Man beachte, dass die Lésung u(x, t) eine stetige Funktion ist.

Die Lésung ist entlang der Geraden x = u; t und x = u, t aber
nicht differenzierbar und daher nur eine schwache Lésung.

Bemerkung

Fir u; < uy stellt sich die Frage, welche der Lésungen (StoBwelle oder
Verdinnungswelle) physikalisch von Bedeutung ist. Es wird sich

zeigen, dass nur die Verdinnungswelle relevant ist.
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Beschreibung der StoBwellenlésung

Definition
Eine StoBwellenlésung u ist eine schwache Lésung der
Erhaltungsgleichung

ut+ f(u)x =0,

wenn eine sogenannte StoBfront x = s(t), s € C' existiert, sodass u
jeweils fir x < s(t) und x > s(t) eine klassische Lésung der PDE ist
und u bei x = s(t) eine Sprungstelle mit Sprunghéhe

[ul(t) = u(s(D)", £) = u(s(t)", 1)

besitzt. Die GroBe s(t) nennt man die StoBgeschwindigkeit.
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Beschreibung der StoBwellenlésung

Satz

Ist x = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlésung von us + f(u)x =0,
so gilt fir die StoBgeschwindigkeit s die Rankine—Hugoniot Bedingung

s [ fu(s(t), 0) - fu(s(), 1)
[u] u(s(t)-,t) —u(s(t)y+,t)
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Beschreibung der StoBwellenlésung

Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung
Eine schwache Lésung erfillt die Beziehung

X2

& [ e e = . 0) - o, )

X1

Waéhlen wir x4 < s(t) < x2 so folgt

s(t) Xo
% fu(é,t)dEJrfu(é,t)dE = f(u(x1, t)) — f(u(xz, t)).
X4 s(t)
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Beschreibung der StoBwellenlésung

Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung

Da u(x, t) fir x < s(t) und x > s(t) nach Definition eine
differenzierbare Lésung ist, kdnnen wir unter den beiden Integralen
ableiten:

S(t) Xo

%dé +su(s(t), t) + g—l;dé —su(s(t)t, t)+h—f; =0.
Xq s(t)
Also
S(t) Xo
g—‘;dg +su(s(t), ) + f;—Ltldé —su(s()t, )+ h—-f=0
Xq s(t)

mit

f1 = f(U(X1, t)), f2 = f(U(XQ, t)) )




Beschreibung der StoBwellenlésung

Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung (cont.)

Im Grenzfall x; — s(t)” und xo — s(t)* verschwinden die Integrale
und wir erhalten

= f(u(s(t)7)) = f(u(s()")).
Dies ist aber gerade die Rankine—Hugoniot Bedingung in der Form

A
S:m.

su(s(t)~,t) - su(s()t, 1)
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Beschreibung der StoBwellenlésung
Beispiel

Wir betrachten die Burgers Gleichung mit der unstetigen
Anfangsbedingung

u : x<0,
Up(X) =
) {u, : x>0
und u; > uy.

Die Rankine—Hugoniot Bedingung lautet

L w2-w2 (u-u)(utu) 1
S_m_ u-u  2(u-u) = U+ ur).

Damit lautet die StoBwellenlésung dieses Problems

u(x r)—{“' X< Hu+ut,
7Ry . 1
u : X> §(U/+Ur) t.

v
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Verdinnungswelle
Beschreibung der Verdinnungswelle
Wir betrachten das Riemannproblem
ur+ f(u)x =0, in Rx(0,0),
u= U auf R x {t = 0}
mit der unstetigen Anfangsbedingung
_Ju o x< 0,
UO(X)_{ u : x>0

wobei nun u; < uy, gelte.

Zusétzlich nehmen wir an, dass f € C2(RR) und > 0 gilt, d.h. die
Flussfunktion sei strikt konvex.

Schlieflich setzen wir noch

— (f -1
g:=(f)". )
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Verdinnungswelle

Beschreibung der Verdiinnungswelle

Nach Annahme ist die Flussfunktion f strikt konvex, d.h. f" ist streng
monoton wachsend. Also gilt

u<u = f(u)<f(u).
Es gibt daher genau zwei Typen von Charakteristiken, namlich
x(t)=xo+ f'(u)t und x(t)=xo+ f'(uy)t.

Diese beiden Kurvenscharen fiillen aber nicht den ganzen Raum
R x R4 aus, sondern es entsteht ein Bereich €, der nicht
durchlaufen wird:

Q:={(x,t) eRxRy : f'(uy)-t<x<f(u)-t.

In Q liefert die Methode der Charakteristiken keine Werte und wir
kénnen im Prinzip die L6sung auf Q mit einer beliebigen schwachen
Lésung fllen.
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Verdinnungswelle

Satz
Flr u; < uy ist die Verdinnungswelle gegeben durch

u o x < F(u)t,
u(x, t):=3 g(x/t)  f(u)t<x<f(u)t,
ur DX > f/(Ur)t

eine schwache Lésung des Riemannproblems. Insbesondere ist die
Verdinnungswelle eine stetige Funktion.

v

Beweis: Stetigkeit der Verdiinnungswelle: Die kritischen Punkte liegen
bei

x="F(u)t und x=F(u)t
Hier gilt

g(fl(l:l) t) = (" (u) = (1) (" (u) = u
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Verdinnungswelle

sowie . ,
o ") = atr i = (7 (0 - .

Weiter ist die Verdinnungswelle konstant fir x < f'(u;) t und
x > f'(ur) t und 16st daher die vorgegebene Erhaltungsgleichung. Fir
f'(u))t < x < f'(ur)t berechnet man

X
U = —t—zg'(X/T)

g'(x/t)
t

Wy = g/ = Fg/t)T= = Zg (x/1).

Daraus folgt, dass g(x/t) ebenfalls die Gleichung u; + f(u)x = 0 16st.

Mit der Stetigkeit folgt daraus, dass die Verdiinnungswelle tatsachlich
eine schwache Lésung ist. O
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Verdinnungswelle
Problem: Schwache Lésungen sind nicht eindeutig!!

Beispiel
Wir betrachten wieder die Burgers Gleichung mit der
Anfangsbedingung

0 : x<0,
Uo(x) = 1 : x>0.

Dann erhalten wir zum Beispiel die beiden schwache Lésungen

0 : x<1t/2

u1(x,t):{1 L X > t/2

und 0 : x<0,
uo(x, t)=1{ x/t : 0<x<t,

1 X > L

Die erste Lésung repréasentiert eine StoBwelle, die zweite eine
Verdinnungswelle.
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Schwache Lésungen

Welche der beiden ist die physikalisch richtige L6sung?
Man benétigt eine Zusatzbedingung, die die physikalisch richtige
schwache Lésung aussucht.

Definition

Eine schwache Lésung hei3t Entropieldsung, falls die Lésung die
folgende Entropiebedingung (Lax—Oleinik—Bedingung) erflllt:

dC > 0, sodass fiir alle x,z € R, t > 0 mit z > 0 gilt

u(t, x+2z)—-u(t x) < %z.

Satz

Erfullt eine schwache Lésung die oben angegebene
Entropiebedingung, so ist diese Lésung eindeutig, d.h.
Entropielésungen sind eindeutige Lésungen.

v
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Partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung
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PDEs zweiter Ordnung
Definition
Eine lineare PDE 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben durch

n n
Z ajjlxx; + Z bjuy, + fu = g.
ij=1 i=1

Dabei sind die Terme aj, b;, f und g Funktionen von x = (x1,...,Xn)".
Den ersten Term nennt man den Hauptteil der PDE. Weiter gelte oBdA

aj(x) = a;i(x), ij=1,...,n

Spezialfall

Gilt aj = const., /,j = 1,...,n, so 1aBt sich die PDE auch in folgender
Matrixschreibweise darstellen:

(VIAV)u + (b V)u+ fu=g
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PDEs zweiter Ordnung

Normalformen linearer Gleichungen 2. Ordnung
Gegeben sei die Differentialgleichung (in Matrixschreibweise)

(VIAVYu+ (b Viu+fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (&;);j1,..,n-

Lineare Algebra (Hauptachsentransformation)
Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar. Weiter gilt

D =S"'AS,

wobei S als eine orthogonale Matrix gewahlt werden kann.
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PDEs zweiter Ordnung

Ansatz zur Herleitung von Normalformen
Verwende die Koordinatentransformation

x=Sy o y=S'x

und setze
uy) == u(Sy).
Mit u(x) = U(ST x) folgt

Z au 9y,

8x, Y 8x,
9y

Wegen — T = s gilt

n ~
du Z s ou
77 _ i
o0X; = y;
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PDEs zweiter Ordnung

Ansatz zur Herleitung von Normalformen
Die letzte Beziehung bedeutet aber gerade
Vy u(x) =SV, U(STx)
oder in formaler Schreibweise
VX = SV}/.
Transponieren wir diese Beziehung, so folgt
vVi=(8V,) =v]s".

Ergebnis
Lést u die Gleichung

(VIAV)u + (b7 V)u+ fu =g,

so erhalten wir fiir & die PDE

(VISTAS V)i + (b"SV)ii+ fii = §.

V.
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PDEs zweiter Ordnung

Definition

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
(VIAV)u+ (b'Viu+fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (&) j—1,..,n-
Dann ist die zugehérige Diagonalform der PDE gegeben durch

(VIDV)ii+ ((STb) V)i +fli=g
mit der Diagonalmatrix
D=S’AS, S’s=I
Dabei ist b(y) := b(Sy) und

fly) =1f(Sy),  4(y) = g(Sy). )
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PDEs zweiter Ordnung
Beispiel
Wir betrachten den Fall von zwei unabhéangigen Variablen:

82

+anZo +
00
8x§

2%u d%u d%u

a1 — +a
11aX2 e 8X28X1 +9X18X2

1

u au
by (X1, X2)5— + ba(X1, X2) 5—

o &X2+f(X1,Xz)u = 9(xy, x2).

Mit p := S”b lautet die Diagonalform
020 Ru . i ol

AM—s+ A
18y2 28y2

+p18y +p28y2 +fu=4g.

Beachte

Die Transformation auf Diagonalform ist keineswegs eindeutig,
allerdings sind die beiden Koeffizienten des Hauptterms gerade die
Eigenwerte der Ausgangsmatrix A.

v
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PDEs zweiter Ordnung

Definition (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2.
Ordnung)

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
(VIAV)u + (b V)u+ fu=g
mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (&) j—1,...n-

1) Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden und

besitzen sie einheitliche Vorzeichen, so nennt man die Gleichung
elliptisch.

2) Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden, wobei ein
Eigenwert ein anderes Vorzeichen als die tbrigen n — 1
Eigenwerte besitzt, so nennt man die Gleichung hyperbolisch.

3) Ist mindestens ein Eigenwert von A gleich Null, so nennt man die
Gleichung parabolisch.

4th June 2019 83/216



PDEs zweiter Ordnung
Beispiel

Wir betrachten wiederum den Fall von zwei unabhangigen Variablen:

a 82U+a Al T U + a: 82_U+
113x12 12\ 0x0xs | 9xi9xp 228x22

u

au
bi(x1, X2)5— + ba(x1, X2) 35— + f(X1, x2)u = g(X1,X2).

(9X1 8x2

Dann ist die Diagonalform gegeben durch:
A182—E'+A2ﬁ +;")1a—u+bga—a+?a:g.
dy? % % Y2
Die partielle Differentialgleichung ist
1) elliptisch, falls A4 - A2 > 0 ist.
2) hyperbolisch, falls A1 - A2 < 0 ist.
3) parabolisch, falls A4 - A» = 0 ist.

Differentialgleichungen Il 4th June 2019
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PDEs zweiter Ordnung

Bemerkung

Die Typeneinteilung a3t sich auf Falle mit nichtkonstanter
Koeffizientenmatrix A erweitern: die Gleichung

yUXX - ny - ny + XUyy = 0
hat die Koeffizientenmatrix
[y -1
A _( -1 X )
Die Diskriminante D lautet daher
D=1-xy

Die Gleichung ist also parabolisch auf der Hyperbel xy = 1,
elliptisch in den beiden konvexen Bereichen xy > 1 und
hyperbolisch im zusammenhangenden Bereich xy < 1.
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PDEs zweiter Ordnung
Beispiel
Die Tricomi—Gleichung
K(y)Uuxx — uyy = 9(X, y)

ist elliptisch fur k(y) < 0, hyperbolisch fur k(y) > 0 und parabolisch fir
k(y)=0.

Zentrale Frage:

Wieso macht man eine solche Typeneinteilung?

Zentrale Antwort:

Jede Typenklasse hat charakteristisches Lésungsverhalten!
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PDEs zweiter Ordnung

Normalform

1) Die Normalform einer elliptischen Differentialgleichung in n
Variablen x = (xi,...,xp)" ist

Au+ biuy, + fu = g.

n
i=1

2) Die Normalform einer hyperbolischen Differentialgleichung in
(n+ 1) Variablen (x,t) = (xq,...,xn, )7 ist

ur —Au+ ) biux, + fu=g.

n
=1

=

Hierbei bezeichnet A den Laplace—Operator bezilglich x.
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PDEs zweiter Ordnung

Normalform

3) Die Normalform einer parabolischen Differentialgleichung in
(n+ 1) Variablen (x,t) = (xq,..., xp, )7 ist

n-1
Au + bout + biuy, + fu =g,

i=1

wobei A wiederum den Laplace—Operator beziiglich x bezeichnet.
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PDEs zweiter Ordnung

Klassische Beispiele:
1) Elliptische Laplacegleichung

Au=0;
2) Hyperbolische Wellengleichung
uy — Au = 0;

3) Parabolische Warmeleitungsgleichung

ur = Au.
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PDEs zweiter Ordnung
Definition
Ein korrekt gestelltes Problem besteht aus einer in einem Gebiet

definierten partiellen Differentialgleichung zusammen mit einer

gewissen Menge von Anfangs— und/oder Randbedingungen, so dass
die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

1) Existenz:

Es existiert wenigstens eine Lésung, die alle Bedingungen erfullt.
2) Eindeutigkeit:

Die Lésung ist eindeutig.
3) Stabilitat:

Die Lésung héngt stetig von den Anfangs— bzw.

Randbedingungen ab, dh geringfiigige Anderungen in den Daten
ergeben geringfligige Anderungen in der Lésung.
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PDEs zweiter Ordnung

Beispiel (Eindimensionale Wellengleichung)
Das Anfangswertproblem fir die eindimensionale Wellengleichung

Uy — CPlxyy =0 INRx [0, ),

U= U, us = Vvg aufRx{t=0}

ist ein korrekt gestelltes hyperbolisches Problem.

Physikalische Motivation

Die Wellengleichung beschreibt das dynamische Verhalten einer
eingespannten Saite, die zur Zeit t =0

1) um die Funktion up(x) ausgelenkt ist, und

2) sich mit der Geschwindigkeit vp(x) bewegt.
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PDEs zweiter Ordnung

Beispiel (Eindimensionale Wellengleichung)

Die eindeutig bestimmte Lésung ist bestimmt durch die (Formel von
d’Alembert): x+ct

u(x, t) = %(uo(x —ct) + ug(x + ct)) 4 2lc f vo(&) d€.

x—ct

Stetige Abhangigkeit von den Anfangsdaten
Sei u(x, t) die Lésung zu den Anfangsdaten (U, Vo). Dann gilt

b(x, ) - u(x,t) = %(Do(x —ct) - up(x - ct))

1/.
-I-E(uo(x + ct) — up(x + ct))
Xx+ct

ae [ (7006~ vo©)) ae

x—ct

v
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PDEs zweiter Ordnung

Stetige Abhangigkeit von den Anfangsdaten
Daraus folgt aber

|U(x, £) = u(x, 1)l < max|io(x) = Uo(X)l + t max|¥(x) — vo(X)I.
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Anfangswertaufgabe fUr die Laplacegleichung
Beispiel (Hadamard)
Das Anfangswertproblem flr die zweidimensionale Laplacegleichung
Uxx + Uyy = 0 in R x [0, 00),
U= up, Uy =Vvy auf Rx{y =0}
ist ein nicht korrekt gestelltes elliptisches Problem.
Setzen wir up(x) = vp(x) = 0, so ist die eindeutig bestimmte Lésung

gegeben durch
u(x,y)=0.

Lauten die Anfangsdaten dagegen

ujd(x)=0, Vvj(x)= %sin(nx), neN,
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Anfangswertaufgabe fUr die Laplacegleichung

Beispiel (Hadamard)
so ist die eindeutig bestimme Ldsung zu den Anfangsdaten (ug, v{)

u"(x,y) = % sin(nx) sinh(ny).

Nun gilt
lim ug = uo, lim vy = w.
n—oo

n—oo

Vergleicht man aber beide Lésungen, so ergibt sich wegen

lim lsinh(ny) = 00 (y>0)

n—oo n2

das Grenzverhalten

lim u"(x,y) # u(x,y),

n—oo

n Anfanasdaten ah
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Randwertaufgabe fur die Laplacegleichung

Beispiel (Randwertaufgabe fir die Laplacegleichung)
Das Randwertproblem flr die zweidimensionale Laplacegleichung

U + Uy =0 in{(x,y)eR? : x2+y?2 <1},
u=g auf {(x,y) e R? : x® + y? =1}

ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.

Die eindeutig bestimmte L6sung ist durch die Poissonsche
Integralformel gegeben:

1-x2—y? 9(z)

llzll=1
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Die Laplacegleichung
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Laplacegleichung
In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Laplacegleichung

Au=0, u=u(x), x € Q cR" offen
und der zugehdrigen Poissongleichung
-Au=f
mit vorgegebener rechten Seite f = f(x).
Definition
Eine C?-Funktion u = u(x), die die Laplacegleichung erfillt, d.h. es gilt

Au=0

nennt man eine harmonische Funktion.
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Laplacegleichung - Die Fundamentallésung
Beobachtung

Der Laplaceoperator A ist invariant gegeniber Rotationen in R”

Lésungsansatz:

u(x) = v(r), r=Ixll=0E+-+x3)"2
Man rechnet leicht nach:

8[’_1 P 2\-1/2 '_Xi
a_XI_E(X1+~~+X,,) 2x,_7 (x #0)

und damit gilt fari=1,...,n:
2 2

—v(nX v |l ol
uX,_v(r)r, uX,.X,_v(r)r +v(r)(r ]
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Laplacegleichung - Die Fundamentallésung

Wir erhalten also
n-1 v(r)
r

und mit Au = 0 ergibt sich die gewéhnliche Differentialgleichung

Au=Vv"(r)+

viiry+ =Ly =o.

Setzen wir w = v’ # 0, so l6st w die lineare Differentialgleichung

, n-1
W=—-——w
r

Die allgemeine Lésung dieser Gleichung ist gegeben durch

o
win =3
mit einer Konstanten a € R. Flr v(r) gilt demnach

Ve a

rn—1 :
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Laplacegleichung - Die Fundamentallésung
Integriere Gleichung flr v erhalte

—blogr+c¢ (n=2)
v(r) =

2 T C (n>3)

mit den beiden Konstanten b und c.

Definition
Die Funktion

2-n >
o Zar W (12 9)
definiert fir x € R", x # 0, nennt man die Fundamentallésung der

Laplacegleichung. Die Konstante a(n) bezeichnet dabei das Volumen
der Einheitskugel im R".

v
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Laplacegleichung - Die Fundamentallésung

Bemerkung

Die Fundamentallésung ist fiir alle x # 0 eine harmonische Funktion.
Beispiel:

Fir x € R3 gilt vol (K;(0)) = a(3) = 47/3 und damit ist die
Fundamentallésung gegeben durch

1 1
O(X) = — —.
™) = 22 I

Satz (Darstellung der L6sung der Poissonggleichung)
Eine Lésung der Possiongleichung —Au = f in IR ist gegeben durch

u(x) = f (x— y)H(y) dy.

RN
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Laplacegleichung - Die Mittelwerteigenschaft
Besondere Eigenschaft harmonischer Funktionen: Der Funktionswert
an einer Stelle x ist stets gleich dem Mittelwert von u Uber eine Kugel
mit Mittelpunkt x bzw. der zugehérigen Sphare um x.

Satz
Sei Q c R” eine offene Menge. Ist u € C?(Q2) harmonisch, dann gilt

U(X)ZJC udS:JC udy
aB(x,r) B(x,r)

far jede Kugel B(x, r) c Q.

Notation
Bei Mittelungen Uber die Kugel oder die Sphéare schreiben wir
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Laplacegleichung - Die Mittelwerteigenschaft
Beweis:

Wir definieren fur festes x € Q die Funktion ¢(r) durch

o(r) = JEBW) uy)dsty) = £ ulx+rz)aS(z)

9B(0,1)
Dann gilt

Q'(r) = J[ U(x+rz)-zdS(z)
9B(0,1)
und mit Hilfe des Satzes von Gauf3 erhalten wir

’ _ ’ .y_x
o0 = v )

au
= == ds
JgB(x,r) an (Y)

= LJC Au(y)dy =0.
n B(x,r)
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Laplacegleichung - Die Mittelwerteigenschaft
Damit ist ¢ konstant und es gilt

t—0

o(r) = lim o(1) = lim JEB(X | u)9S(y) = )

Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schlief3lich

r

udy :f fudS ds

B(x,r) 0 dB(x,s)
p

= u(x)fna(n)s’”ds:a(n)r”u(x).
0

Damit ergibt sich gerade die Mittelwertformel

1 f
u(x) = udy.
nyrn
a(m)r .
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Laplacegleichung - Die Mittelwerteigenschaft
Es gilt auch folgende Umkehrung:

Satz
Fur die Funktion u € C?(Q) gelte

u(x) = f udS
IB(x,r)

far jede Kugel B(x, r) c €, dann ist u harmonisch.

Beweis:

Ist Au # 0, so existiert eine Kugel B(x, r) c Q, sodass Au > 0
innerhalb von B(x, r) gilt. Wir wissen aber, dass

r

0=09'(r) = —f Au(y)dy >0,
n B(x,r)

was zu einem Widerspruch fihrt. Also ist u harmonisch.




Laplacegleichung - Das Maximumprinzip
Satz (Maximumprinzip harmonischer Funktionen)
Sei u € C3(Q) N C(Q) harmonisch in Q. Dann gilt:

1) Maximumprinzip

max U(X) = max u(X).
xeﬁ X€0)

2) Starkes Maximumprinzip
Ist Q zusammenh&ngend und existiert ein Punkt xo € Q mit

U(Xo) = maxu(x)

so folgt, dass u auf Q konstant ist.

Beweisidee:

Verwende auf geeignete Weise die Mittelwerteigenschaft
harmonischer Funktionen.

Differentialgleichungen Il 4th June 2019 107 /216



Laplacegleichung - Eindeutige Losung der
Randwertaufgabe

Satz

Sei g € C(dQ), f € C(£2). Dann existiert hochstens eine Lésung
u € C?(Q) n C(Q) des Randwertproblems

-Au = f inQ,
u = g aufdQ.

Beweis:

Seien uy und up zwei Lésungen. Dann l6st w = +(uy — u») das
Randwertproblem
-Au = 0 inQ,
u = 0 aufdQ.
Aus dem Maximumprinzip folgt dann direkt

w==(u —tp)=0

identisch auf Q und daher gilt u; = w».

O
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Laplacegleichung - Die LOsungseigenschaften

Weitere Eigenschaften

1) Erfillt eine stetige Funktion u € C(Q2) auf einer offenen Menge
Q c R” fir jede Kugel B(x, r) c Q die Mittelwerteigenschaft, so ist
u unendlich oft differenzierbar, d.h. u € C*(Q).

2) Satz von Liouville:
Die Funktion u : R” — R sei harmonisch und beschrankt. Dann
folgt bereits, dass u auf ganz R” konstant ist.

3) Beschrankte Loésungen der Poissongleichung:
Sei f € C?(IR™) mit kompaktem Tréger, n > 3. Dann hat jede
beschrankte Lésung der Poissongleichung —Au =f in R" die
Form

u(x) = f S(x—y)A(y)dy + C

RN

mit einer Konstanten C.

v
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Laplacegleichung - Die Greensche Funktion
Definition
1) Das Randwertproblem

-Au=f inQ,
u=g aufdQ

nennt man das Dirichlet—Problem der Poissongleichung (bzw. der
Laplacegleichung, falls f = 0).

2) Das Randwertproblem

-Au=f inQ,
% =g aufd

nennt man das Neumann—Problem der Poissongleichung (bzw.
der Laplacegleichung, falls f = 0).
Hierbei bezeichnet n die duBere Normale an 0.

v
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Laplacegleichung - Die Greensche Funktion

Proposition
Sei u € C?(Q), 2 c R" offen. Dann gilt fiir alle Punkte x € Q die
Beziehung
au aP
ux) = [ (®r-0550) - un Gy -x))asw)

0

- f ®(y - x)Au(y)dy.
Q
Die Funktion ® bezeichnet dabei wieder die Fundamentallésung der
Laplacegleichung.

Beweis: Greensche Formeln aus Analysis IlI.

Anwendung auf Randwertprobleme der Laplace— und
Poissongleichung: Wir kénnen im Prinzip die Lésung an jedem Punkt
berechnen, aber benétigen dazu Randdaten sowohl fir u als auch die
Ableitung du/an.
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Laplacegleichung - Die Greensche Funktion
Definition
Sei Q c R” offen und ¢*(y) die Lésung des Dirichlet—Problems

ADPX = 0 in Q,
X = o(y-x) aufdQ.

Dann ist die Greensche Funktion auf Q gegeben durch

G(xy) = o(y—-x)-o*(y) (xyeQ x=zy).

Satz

Sei u € C?(Q) eine Lésung des Dirichlet—Problems der
Poissongleichung. Dann IaB3t sich u darstellen in der Form

ux) = - [ g)5exyasw)+ [ Hnaxydy (xe)
oQ Q

v
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Laplacegleichung - Die Greensche Funktion
Beweis:

Nach obiger Proposition hatten wir die Lésungsdarstellung

ux) = [ (or-0550)- s 5ty -x))dsw- [ ely-xauy)dy

N Q

Das Problem dabei war, dass uns beim Dirichlet—Problem die
Randdaten von du/dn nicht bekannt sind.

Nach den Greenschen Formeln gilt aber

- [vwauay - f )22 ()~ o () e (y)aS(y)

Q
und daher
[emgmasw = [ e wavmay+ [ )G wasy)
1293 Q N
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Laplacegleichung - Die Greensche Funktion
Aus der Randbedingung ¢*(y) = ®(y — x) folgt

[ew-0m5awasy) - [ e msuyay+ [ uy)Swasty)

Q2 Q Q2

Wir erhalten damit unter Ausnutzung der obigen Proposition:

ux) = [un( 2 - 28D asyy)

an an
a0
_9G(xy)
an
+ f (&*(y) — B(y — X)) Au(y)dy.
@ ~G(xy) o



Laplacegleichung - Eigenschaften der Greenschen
Funktion

1) die Greensche Funktion G(x,y) ist bis auf den Punkty = x
harmonisch iny,

2) G(x,y) erfullt homogene Randbedingungen, d.h.
G(x,y) =0 VyedQ, xeQ,
3) die Greensche Funktion ist eindeutig bestimmit,

4) die Greensche Funktion ist symmetrisch, d.h.
G(x,y) = G(Y,X).

Beispiele

1) die Greensche Funktion flr den Halbraum
R? = {x = (X1,...,Xn)" : Xp > O};

2) die Greensche Funktion fir die Einheitskugel B(0,1).




Laplacegleichung - Greensche Funktion fir den
Halbraum R

Allgemein ist die Greensche Funktion gegeben durch
G(x,y) = ®(y —x) — o*(y).
Dabei ist ®(x,y) die Fundamentallésung und ¢*(y) die Lésung von

AP* = 0 inR?
¥ = o(y-x) auf{x=(xy,...,xp)7 : x, =0}

Far einen Punkt x = (xy,...,Xp) € ]Rj’r definieren wir die Reflektion an
der Ebene JR mittels

X =(X1,..., Xn-1,—Xn)-
Wir betrachten nun die Funktion
OX(Y) = D(Y—X) = D(y1 = X1,.. ., Yn-1— Xn-1,Yn + Xn) (X,y €R]).
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Laplacegleichung - Greensche Funktion fir den
Halbraum R

Dann ist ®*(y) harmonisch auf dem ganzen Halbraum R’} und
auf dem Rand gilt:

X(y) = S(Yy-X)=(y1 —X1,..., ¥Yn-1 — Xn-1, Xn)
= Oy = X1,..., ¥Yn-1— Xn—1,—Xn) = P(Y — X),

da die Fundamentallésung nur von |y — x| abhangt.
Also [6st die Funktion ®*(y) = ®(y — X) das Randwertproblem

A* = 0 in R
X = o(y-x) auf{ly=(y1,...,¥n)" : ya=0}

und die Greensche Funktion fir den Halbraum ]RQ’r lautet

G(x,y)=d(y-x)-o(y-%) (xyeR}, x=zy).
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Laplacegleichung - Greensche Funktion fir den
Halbraum R
Man berechnet nun
Soxy) = SY-x)- 5 -%)
-1 Yn_Xn_Yn+Xn
na(n) |ly—x|" |y—-x|"

und damit gilt fir y € JR’}

=52 (ky) = -
on Y= AYn Y= na(n) |x —y|"’
Definition
Die Funktion 2x, 1
— n n
K(x,y) := () K=y (xeR],yedR])

nennt man auch den Poissonkern von ]Ri.
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Laplacegleichung - Greensche Funktion fir den
Halbraum R

Satz (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)
Die Lésung des Randwertproblems

Au = 0 in ]Ri,
u = g auf (x=(xq,...,X)" : X, =0}

ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

o=

Insbesondere ist die Lésung u(x) wegen

[ K(x,y)dy =1
IR"
beschrankt, falls g beschrankt ist, Man kann weiter zeigen, dass die
Lésung sogar unendlich oft differenzierbar ist.
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Laplacegleichung - Greensche Funktion flr die
Einheitskugel B(0,1)
Fir x € R™\ {0}, bezeichnet der Punkt

X

X=—
|x|?

den dualen Punkt von x bezlglich dB(0,1).
Damit ist die Lésung des Korrekturproblems

ADX = 0 in B%0,1) := {x e R"| x| <1},
o = &(y—-x) aufdB(0,1)

gegeben durch
¥(y) == ®(Ix|(y - X)),
und wir erhalten folgende Greensche Funktion fir die Einheitskugel:

G(x,y) ==&y —x) — o(Ix|(y - %)) (x,y€B(0,1),x #Yy).
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Laplacegleichung - Greensche Funktion flr die
Einheitskugel B(0,1)

Satz (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)
Die Losung des Randwertproblems

Au = 0 in {x=(xq,....,x))7 : x| <1},
u = g auf {x=(xq,...,x)" : |x| =1}
ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

_1yl2
U(x):1 x| f a(y) dsy).

na(n) J [x-y
lyl=1

Der Poissonkern fur die Einheitskugel lautet demnach

1—x2 1
K(x = x| <1 =1).
( ry) na(n) |x_y|n (| | /lyl )
V



Laplacegleichung - Greensche Funktion fur die Kugel
B(0,1) mit Radius r

Bemerkung

Mit Hilfe der Transformation &(x) = u(rx) kann man leicht eine
Darstellung fir die Kugel {x € R” : |x| < r} ableiten.
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Die Warmeleitungsgleichung
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Die Warmeleitungsgleichung
Wir suchen explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

ui(x,t) = Au(x, t).
Hier ist t > 0 die Zeitvariable und x € Q, Q c R" offen, die Ortsvariable.
Anfangswertproblem:  (Cauchy—Problem)
Sei Q =R":
u = Au in R"x(0,T],
u = g auf R"x{t=0}

Anfangs—Randwertproblem:
Sei Q c R" beschrankt:

u = Au in Qr:=Qx(0,T],
u = g auf FT::Q_T\QT.
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Die Warmeleitungsgleichung - LOsungen mittels
Produktanséatzen
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

U = Uy c O0<x<m0<t<T,
u(x,0) = up(x) : 0<x<m,
u(0,t) = a(t), u(m,t)=>b(t) : 0<t<T.
Wir suchen eine Lésung mittels des Produktansatzes:
u(x, t) = p(x) - q(t)
Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung ergibt
p(x)q(t) = q(t)p” (x)
und damit die Beziehung

) px)
o0 = ooy (P#0.a(n#0)

Differentialgleichungen Il 4th June 2019

125/216



Die Warmeleitungsgleichung - LOsungen mittels
Produktansatzen
In der Gleichung

PO Ok (p(x) # 0, g(t) # 0)
steht
@ auf der linken Seite ein Term, der nur von t abhangt,
@ auf der rechten Seite ein Term, der nur von x abhangt.
Daraus folgt

q(t) _ p"(x)

a(t) ~ p(x)
Wir erhalten also die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen

= const =: 6.

q(t)+0oq(t)=0 und p’(x)+op(x)=0.



Die Warmeleitungsgleichung - LOsungen mittels
Produktansatzen

Die allgemeine Lésung der Gleichung qg(t) + 6 g(t) = 0 ist gegeben
durch

q(t) = coe™".

Die Lésung der Gleichung p”’(x) + 0 p(x) = 0 hangt entscheidend von
der Konstanten 6 ab:

1) Fdr 6 = 0 lautet die allgemeine Lésung
p(x) = c1x + co.
2) Fir 6 < 0 lautet die allgemeine Lésung
p(x) =cre” VBlx 4 g, @ VIOl
3) Fur 6 > 0 lautet die allgemeine Lésung

p(x) = ¢y sin( Vox) + ¢z cos( Vox).



Die Warmeleitungsgleichung - LOsungen mittels
Produktansatzen

Ohne Berlicksichtigung der vorgegebenen Anfangs— und
Randbedingungen liefert Produktansatz folgende Lésungsklassen:

ux,t) = co et (c1x + ),
U(X, t) = Qo e_ét.(c_l e_\/mx‘i_CQe‘/mX),
u(x,t) = coe™" - (cisin(Vox) + ¢z cos( Vox)).

Die vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen lauten
u(x,0) = up(x), u(0,t) = a(t), u(m, t) = b(t).
Fazit

Die Parametermenge {cy, ¢1, >, 6} kann i.A. nicht gegebene
Funktionen up(x), a(t) und b(t) beschreiben.

Der Produktansatz liefert nur bei speziellen Anfangs— und
Randbedingungen eine explizite Losung.
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Die Warmeleitungsgleichung - LOsungen mittels
Produktansatzen

Beispiel
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem
Ur =Uxyx O<x<m0<t<T,
u(x,0) =sinx 0<x<m,

u(0,t) =0, u(m,t)=0 0<t<T.
Aufgrund der vorgegebenen Randbedingungen fallen grundsétzlich die
ersten beiden Lésungsklassen aus. Es bleibt also
u(x, t) = co e - (cy sin( Vox) + ¢z cos( Vox)).
Wegen der Vorgabe u(x,0) = sin x erhalten wir die Lésung
u(x, t) = e tsinx.

Das Beispiel sieht etwas kiinstlich aus, ist es aber nicht!

v
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Die Warmeleitungsgleichung - Superpositionsprinzip
Superpositionsprinzip
Jede Lésung der Form

u(x, t) = bxe sm(kx) (kez)

erfillt die homogenen Randbedingungen u(0, t) = u(m, t) = 0. Eine
Uberlagerung
Z b ek sm (kx)

ergibt die Anfangsbedingung -
0) = ) bysin(kx).
k=1

Fur eine gegebene Anfangsbedingung up(x) ist die rechte Seite eine
Entwicklung in eine Fourier—Reihe, d.h.

=) bsin(kx).
k=1
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Die Warmeleitungsgleichung - Die Fundamentallosung

Definition
Die Funktion

1 X2
q)(X,t) = We 4t (XE]Rn,t>0),
¢ (x € R"t < 0)

heiB3t Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung.
Insbesondere ist die Fundamentallésung normiert, d.h. fir alle t > 0

gilt:
fd>(x, Hdx =1.

R

Bemerkung

Die Fundamentallésung besitzt fiir t = 0 und x = 0 eine Singularitat.

v

Differentialgleichungen Il 4th June 2019 131/216



Die Warmeleitungsgleichung - Die Fundamentallosung
Mit Hilfe von ®(x, t) lasst sich fur das Cauchy—Problem

u—Au=0 inR"x(0,00),
u=g aufR"x{0}

eine Losungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegral
angeben:

ux 1) — f o(x -y, )g(y)dy

]Rn
1 _lxy?
= er - g(y)dy.
]Rn
Herleitung der Fundamentallésung (nur fir x € R):

Ist u(x, t) eine Lésung von u; = Au, so ist u(Ax, A%t) fir alle A € R
ebenfalls eine Losung der Warmeleitungsgleichung.
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Die Warmeleitungsgleichung - Die Fundamentallosung
Ansatz:

Wir suchen daher eine spezielle Lésung in der Form

1 X
U(X,t) = WV(W)

Man berechnet nun

1

Ut(X, t) = —Et_s/z V- { . t—3/2 . t—1/2v/,
u(x,t) = tV2.¢ 120y
UXX(X, t) — t_3/2 Vi
Daraus folgt
1
Ut_UXx:—E-t_3/2. V_g.t—2,vl_t—3/2_ v’ = 0.
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Die Warmeleitungsgleichung - Die Fundamentallosung
Wir erhalten also mit r = x/ V't die Gleichung zweiter Ordnung
1 r

§v+§v’+v”:0.

Umschreiben ergibt

(v’)’+%(rv)':0 = v’+%rv:ce]R.
Nehmen wir nun folgende Grenzbeziehungen an
rIi_)n;) v(r) = rILngo v'(r) =0,
so folgt ¢ = 0 und die Gleichung lautet

/

1
Vi=-zmv = ()= be /4.

Eine explizite L&ésung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung
ist damit

n

1 x
d(x,t) = N7 e .
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Die Warmeleitungsgleichung - Die Fundamentallosung
Weitere Ldsungsdarstellungen mit Hilfe der Fundamentallésung:

1) Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen
Anfangsbedingungen

u—Au="f inR"x(0,),
u=0 aufR"”x {t=0}.

besitzt die Lésung
u(x,t) = d(x -y, t-s)f(y,s)dyds
IRN

x-y[2

1 _ ey
o | © o

Rn

o o
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Die Warmeleitungsgleichung - Die Fundamentallosung

2) Duhamel’sches Prinzip:

Die Funktion u(x, t;s) = [, ®(x -y, t - s)f(y, s)dy I6st das

Problem
ui(-;8)—Au(-;8) = 0 inR"” x (s, ),
u(-;s) = f(-;8) auf R"x{t=s}.
Man erhalt dann die Lésung der inhomogenen Gleichung durch
Integration Gber s: t

u(x, t) = f u(x, t; s) ds.

0

3) Das inhomogene Anfangswertproblem mit allgemeinen
Anfangsbedingungen u(x,0) = g(x) besitzt die Lésung

t
u(x, t) = fcb(x -y, tHg(y)dy + ffcb(x -y, t—-s)f(y,s)dyds.
0 R"

RN

Differentialgleichungen Il 4th June 2019 136/216



Die Warmeleitungsgleichung - Eigenschaften der
Lésungen

Analog zur Laplacegleichung erfillen auch Lésungen der
Warmeleitungsgleichung Mittelwertformeln, die allerdings
weniger anschaulich sind:

Sei Q c R” offen und beschréankt, T > 0 fest. Dann nennt man die
Menge

Qr =Qx(0,T]
den parabolischen Zylinder und
rr=Qr\Qr
den parabolischen Rand.

Fir festes x e R”, t e R und r > 0 sei die Menge E(Xx, t; r) gegeben
durch
1

E(x, t;r) :={(y,s) e R™" : s<t, o(x-y,t-5)> P

}.
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Die Warmeleitungsgleichung - Eigenschaften der
Lésungen

Bemerkung

1) Der Rand von E(X, t; r) ist gerade eine Héhenlinie der
Fundamentallésung ®(x -y, { - s).

2) Man nennt die Menge E(x, t; r) auch Warmekugel (heat ball).

Mit Hilfe von E(x, t; r) erh&lt man folgende Mittelwerteigenschaft:

Satz

Ist u € Cf(QT) eine Lésung der Warmeleitungsgleichung, so gilt

1 X -yl
u(x,t) = A = ;2 u(y, s) dyds
E(x,t;r)

far jede Menge E(x, t;r) Cc Q7.

v
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Die Warmeleitungsgleichung - Eigenschaften der
Lésungen

Aus Mittelwerteigenschaft kann man folgende Maximumprinzipien
herleiten.
Satz

Seiue Cf(QT) N C(Q7) eine Lésung der Warmeleitungsgleichung in
Q7. Dann gilt:

1) Das Maximum von u(Xx, t) liegt stets auf dem parabolischen Rand,
d.h.

max u(X,t) = max u(x,t).
(x,1)eQr (xt)el 7

2) Ist Q zusammenhéngend und existiert ein Punkt (Xo, ) € 27 mit
U(Xo, l'o) = max U(X, t)
(x,t)eQr
so folgt, dass v auf Q;, konstant ist.
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Warmeleitungsgleichung - Eindeutigkeitsaussagen
Aus Maximumprinzipien kann man Eindeutigkeit herleiten.

Satz

Das Anfangsrandwertproblem
u—-Au=f inQr,

u=g auflr.

auf dem beschrankten Gebiet 2 mit stetigen Funktionen f und g besitzt
maximal eine Lésung u € C2(Q7) N C(Qr).

v

Beweis:
Sind v und & zwei Lésungen, so ldsen die beiden Funktionen

Wy /2 = i(U - Zl)
die homogene Wéarmeleitungsgleichung mit homogenen
Randbedingungen. Nach Maximumprinzip gilt nun, dass wy,2 = 0, d.h.
wir haben u = 0. O
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Warmeleitungsgleichung - Eindeutigkeitsaussagen

Satz
Das Anfangsrandwertproblem
u—-Au=f inR"x(0,T),
u=g aufR"x{t=0}
auf R"” mit stetigen Fkin. f und g besitzt unter der zusatzlichen
Wachstumsbedingung

lu(x, t)] < Ae?*  (A,a>0)
maximal eine Losung u € C2(R" x (0, T)) N C(R" x [0, T]).

Bemerkung

In der Tat kann man zeigen, dass fur das Cauchy—Problem
u=Au inR"x(0,T), u=0aufR"x {t =0}

unendlich viele Lésungen existieren. Nur die Nulllésung erfullt die

angegebene Wachstumsbedingung; alle anderen Lésungen wachsen
rapide an.
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Die Wellengleichung
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Die Wellengleichung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Wellengleichung
ug—Au=20

sowie die inhomogene Wellengleichung der Form
up—Au=f

in Verbindung mit geeigneten Anfangs— und Randbedingungen.

Hier bezeichnet t > 0 die Zeitvariable und x € Q, Q2 c R” offen, die
Ortsvariable.

Wir suchen also eine Funktion u : Q x [0,00) = R, u = u(x,t), wobei
der Laplace—Operator auf die Ortsvariable x = (xq, ..., Xn) wirkt.

Fir die inhomogene Gleichung bezeichnet die rechte Seite eine
gegebene Funktion f: Q2 x [0, ) — R.
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Die Wellengleichung - Formel von d’Alembert

Wir untersuchen zunéachst eine direkte Methode zur Lésung des
eindimenisonalen Anfangswertproblems

Ut — Uxx =0 in R %[0, ),
u=g,u=h auf Rx{t =0},
wobei g, h vorgegebene Anfangsbedingungen sind.

Beobachtung

Die Differentialgleichung a3t auf folgende Weise faktorisieren: Es gilt
2 + A | (A Py U — Uxx =0
ot " ax)\at " ox ) T T =

v(x,t) = (8% — %) u(x, t).
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Die Wellengleichung - Formel von d’Alembert
Beobachtung (cont.)
so erhalten wir eine Transportgleichung mit kostanten Koeffizienten:
vi(x, t) + vx(x, t) = 0.
Die Lésung dieser Gleichung lautet
v(x,t) =a(x —t)
und erfullt die Anfangsbedingung
v(x,0) = a(x).
Wegen

ist u(x, t) demnach die Lésung der inhomogenen Transportgleichung
ur— uy = a(x — t).
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Die Wellengleichung - Formel von d’Alembert

Beobachtung (cont.)

Nach den Methoden aus Kapitel 2 erhalten wir

t
u(x,t) = fa(x-i—(t—s)—s)ds-i—u(x—l—t,O)
0
] X+t
= Efa(y)der u(x + t,0)
x—t
X+t

= %fa(y)dyw(xﬂ)-

x—t

Diese Losung soll nun noch die Anfangsbedingung
ut(x,0) = h(x)

erfullen. )

Differentialgleichungen Il 4th June 2019 146 /216




Die Wellengleichung - Formel von d’Alembert

Beobachtung (cont.)

Man berechnet

(x,1) = 3 (a(x + 1) + a(x — 1) + g'(x + 1

und damit
u(x,0) = a(x) + g'(x) = h(x) = a(x) = h(x) - g'(x).
Also folgt

l\) |

+
u(x,t) — f h(y) - g (¥) dy + g(x + 1
-t

l\) |

bt
— f %g(er t) + %g(x— 1)+ g(x +1).
-t
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Die Wellengleichung - Formel von d’Alembert

Beobachtung (cont.)

Wir erhalten aus der Beziehung
X+t

u(x, t) = % fh(y)dy - %g(x +1H)+ %g(x -)+g(x+1t)
x—t
demnach X+t
1 1
) = 5 (@0x+ )+ glx= 1)+ 5 [ hw)dy.

x—t

Diese Darstellung nennt man die Formel von d’Alembert.

Bemerkung

Damit u(x, t) tatsachlich eine differenzierbare Lésung der
Wellengleichung ist, missen wir bezlglich der Anfangsbedingungen

fordern, dass
ge C?(R) und he C'(R).

v
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Die Wellengleichung - Formel von d’Alembert
Beispiel zur Formel von d’Alembert
Wir betrachten das Cauchy—Problem
Ugp — Uxx =0 in R x [0, c0),
u=sinx, u;=-cosx aufRx{f=0}
Nach der Formel von d’Alembert ergibt sich

X+t
u(x, t) = % (sin(x +t) +sin(x = t)) + % fcos(y)dy

x—t
= % (sin(x + t) +sin(x = t)) + % (sin(x +t) —sin(x — 1))

= sin(x +1).
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Die Wellengleichung - Reflexionsmethode

Reflektionsmethode fir den Halbraum R, = {x > 0}
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbraum IR, :

U — Uxx =0 inRy X (0, ),
u=g, uy=h aufR, x{t=0}
u=0 auf{x=0}x(0,00)
mit vorgegebenen Funktionen g und h mit g(0) = h(0) = 0.
Idee:

Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und
verwende die Formel von d’ Alembert.

Definiere eine Funktion &(x, t) fur x € R und t > 0 durch

s { W00 (20020
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Die Wellengleichung - Reflexionsmethode

Reflektionsmethode fir den Halbraum R, = {x > 0}
Analog werden die gegebenen Anfangsdaten reflektiert:
” _ ] ax) (x 2 0),
9t = {—g@x)(xsox
s [ hx)  (x20),
h(x) = { “h(=x) (x <0).

Damit erhalten wir fir die Funktion & das Anfangswertproblem

Uﬁ_uXX:o in RX(0,00),

U=9g, 0=h aufRx{t=0},

und nach der Lésungsformel nach d’Alembert gilt
X+t
N 1 . . 1 -
1) = 5 @0+ 0+ 8- 1)+ 5 [ Fw)ay.

x—t

v
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Die Wellengleichung - Reflexionsmethode

Reflektionsmethode fir den Halbraum R, = {x > 0}
Far x > 0 haben wir gerade die L6sung des Ausgangsproblems, i.e.

u(x, t) = u(x,t).

Fallunterscheidung:

1) Ist x > t > 0, so folgt x — t > 0 und daher

uxt) = @0+ a0~ 0)+5 [ Ay
x—t
X+t
1 1
= S0+ gx-0)+5 [ Ay,
x—t

denn flr positive Argumente stimmen die Funktionen g und g bzw. h
und h Uberein. )




Die Wellengleichung - Reflexionsmethode

Reflektionsmethode fiir den Halbraum R, = {x > 0} (cont.)
2) Ist0 < x < t, sofolgt x —t < 0 und daher

X+t

+

uxt) = @D+ Ix-0)+5 [ Ay

fo y)ay + 5 f h(y)dy

x—t

~

(9(x +1) - 9(- )+

N =
N =

t—x X+t

fh (y)dy + 5 fh(y)dy
0

+t

- %(g(ert)—g(l‘—X))Jr%f h(y)ady.

t—x

I\)I—L

1
= S(gx+1-g(t-x)

v
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Die Wellengleichung - Reflexionsmethode

Gesamtlésung
Wir erhalten also als Lésung des Ausgangsproblems

X+t
S@x++g(x-1)+3 [ h(y)dy

U(X/t):: X;it

s@x+t-g(t-x)+3 [ hy)dy

—X+t

x>t>0,

0<x<t

Beispiel
Die Losung des ARWP
U — Uxx =0 in Ry X (0, ),
u=0, uy=sinx aufRy x{t=0}

u=0 auf{x=0}x(0,00)
lautet

1
u(x, t) = E(cos(x —t) — cos(x + t)).
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Die Wellengleichung - Losungen durch spharische
Mittelung

Wir betrachten nun den héherdimensionalen Fall n > 2 und suchen
eine Losung fur das Anfangswertproblem

ur—Au=0 inR"x][0,c),
u=g,us=h auf R"x {t=0}.

Idee

Leite durch geeignete spharische Mittelungen eine vereinfachte
Differentialgleichung ab, die dann eine explizite L6sungsformel fir die
héherdimensionale Wellengleichung liefert.

Fur x e R", t > 0 und r > 0 definieren wir den Mittelwert von u(x, t)
Uber die Sphére dB(x, r),

Ux;r,t) = JEB(X ) u(y, t)dS(y).

v
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Die Wellengleichung - Losungen durch spharische

Mittelung
Weiter sei
Gxir) = Jgs(m 9(¥)dS(y),
Hxir) = ﬁB(m h(y)dS(y).
Satz

Sei x € R" fest und u eine Lésung der obenstehenden
Wellengleichung. Dann 18st U(x; r, t) die Euler—Poisson—-Darboux
Gleichung

n—
r

Utt - Urr - 1 Ur = 0 in R+ X (0, 00),

U=G U=H aufRy x{t=0}.
V.




Die Wellengleichung - Losungen durch spharische
Mittelung

Beweis:

Einer friheren Beobachtung folgend (Mittelwerteigenschaft
harmonischer Fktn) gilt

Ur(x;r, t) = %Ji( )Au(y, t) dy.
X,r

Da u eine Lésung der Wellengleichung ist, folgt

.
Un(x: 1, 1) = E]i( )ut,(y, ) dy
X,r

und damit

1
I’n_1 U, = na(n) f usu dy

B(x,r)
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Die Wellengleichung - Lésungen durch spharische
Mittelung

Beweis (cont.):

Daraus folgt aber

1

n—1 - — n—1 _ n—1
(f Ur)r = na(n) f ugdS=r JgB(X,r) ugdS = r'""" Uy.
aB(x,r)

Fassen wir dieses Ergebnis zusammen, so 16st U in der Tat die
Gleichung

n-1
Uit — Uy -

Ur:O.
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Die Wellengleichung - Kirchhoffsche Formel fir n = 3
Die L6sung des Anfangswertproblems fur die Wellengleichung lautet

u(x, 1) = f (th(y) + 9(y) + Dg(y) - (y - X)) dS(y) (x € R®,t>0).
dB(x,t)

Herleitung Uber die Euler—Poisson—-Darboux Gleichung:
Wir definieren

= ru,
= rG, H:=rH.

O

Dann gilt

~ 2 ~
Utt: rUtt: r(Urr—i‘FUr): rUrr+2Ur: (U+ rUr)r == Urr.
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Die Wellengleichung - Kirchhoffsche Formel fir n = 3
Also I6st U das Anfangswertproblem

Ut—Ur =0 inRy x(0,00),
U=G U;=H aufR; x{t=0},

U=0 auf{r=0}x{t=0}.

Mit der Lésungsformel fir das Halbraumproblem folgt flr 0 < r <t
die Darstellung

r+t
Ux;r,t) = % |G(r+ 1) - G(t- )|+ 1 f H(y)dy.

2
—r+t

Da U(x; r, t) aus u(x, t) durch sparische Mittelung entsteht, gilt

u(x, t) = rll_rg Ux;r,t).
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Die Wellengleichung - Kirchhoffsche Formel fir n = 3
Mit der Definition von U ergibt sich

U(X,t) — ,I,E)TE)M
Gr+n-Gt-n 1
, r+t)-G(t-r P
- 1'—%[ 2r 2er(y)dy]
—r+t
= G(t)+ H().

Verwendet man die Definitionen von G und H, so erhalt man

ulx,t) = o (tG(x; t)) + tH(x; 1)

ot
0

= —( f gdS)—l—tJ[ hdS.
d IB(x,1) IB(x,1)
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Die Wellengleichung - Kirchhoffsche Formel fir n = 3

Nun gilt
f a(y)dS(y) = f gl + 2)dS(2)
IB(x,1) 9B(0,1)

und damit

i(f gdS) = JC Dg(x + tz) - zdS(z)
It \Jasx,1) 9B(0,1)

Setzen wir dies in dies in die letzte Gleichung auf der vorgehenden
Seite ein, so erhalten

_ (X=X
) = f o) (S ) £ anesw)

+ f thdS(y),
IB(x,1)

und dies ist gerade — nach Umsortierung — die Kirchhoffsche Formel:
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Die Wellengleichung - Poissonsche Formel fir n =2
Die L6sung des Anfangswertproblems fur die Wellengleichung lautet

1 J[ tg(y) + t2h(y) + tDg(y) - (y - x) dy
B(x,t)

u(x,t) = D) (12— |y — x[2)1/2

fur x e R2und t > 0.

Um diese Lésungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das
dreidimensionale Anfangswertproblem und nimmt zuséatzlich an, dass
die Lésung nicht von der dritten Ortskoordinate x3 abhangt.

Bemerkung

Nach einem zur Herleitung der Kirchhoffschen Formel analogen
Prinzip, i.e. Verwendung der EPD Gleichung und geeignete Definition
von U, lassen sich Lésungsformeln fiir das Anfangswertproblem der
Wellengleichung im R” ableiten.
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Fourier—Methoden bei partiellen
Differentialgleichungen
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Fourier—Methoden

In diesem Kapitel untersuchen wir allgemeine Fourier—Methoden zur
(approximativen) Losung von Anfangs—, Randwert— und
Anfangsrandwertaufgaben.

Beispiel: Fourier—Methoden bei gewdhnlichen DGLen
Gegeben sei das eindimensionale Randwertproblem:

2
- % = f(x), 0<x</,
u0) = 0,

u(ly = 0.

Anwendung:

Die Lésung u(x) beschreibt die Gleichgewichtslage eines
eingespannten hdngenden Seils mit Spannung T und extern
angreifender Kraft f(x).

v
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Fourier—Methoden
Wir betrachten zunachst den Spezialfall:

F(x) = i Cosin (”LIX)
n—

mit vorgegebenen Koeffizienten ¢y, ..., cn.
Die Inhomogenitat f(x) erflllt insbesondere die homogenen
Randbedingungen

f(0)=f(/)=0,

und wir suchen daher eine L6sung des Randwertproblems in der Form

u(x) = i by sin (nilx)
n=1

Damit sind die homogenenen Randbedingungen fir alle
Lésungskoeffizienten by, ..., by € R erflllt und wir versuchen die
Koeffizienten b, so zu bestimmen, dass u(x) eine Ldsung der
vorgegebenen DGL ist.
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Fourier—Methoden
Einsetzen in die DGL ergibt

N 122

Z Tnlz nsin(m—(x) chsm(n X)
n=1

Fir die Koeffizienten by, ..., by gilt also

e,
Tn2m2’
und wir erhalten demnach als Lésung des Randwertproblems

e, . (nnx

ulx) = Z Tn2m2 Sm( / )

n=1

bn: n:1,...,N,

Beispiel

Fur die Inhomogenitét f(x) = sin(nix) — 2sin(27x) + 5sin(3mx) und
I =T =1 lautet die Lésung

u(x) = % sin(7tx) — 2%_[2 sin(27tx) + % sin(37x).

v
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Fourier—Methoden — Der allgemeine Fall
Approximiere f(x) durch eine endliche Fourier—Reihe fy(x), d.h.

N
X) = Z Cnsin (nle)
n=1

mit den Fourier—Koeffizienten

|
ff sm ””X dx, n=1,... N.
0

\II\)

Siehe Analysis Ill: Fourier—Reihen

Eine approximative Lésung des Randwertproblems mit Inhomogenitat
f(x) ist dann gegeben durch

un(x) = 722 S

N
Pc, | (nnx)
n=1
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Fourier—Methoden — Der allgemeine Fall
Beispiel
Wir betrachten das Randwertproblem

2

—% = x, O0<x<1,
u0) = 0,
u(1) = 0.

Die exakte Ldsung IaBt sich durch Integration berechnen:
2 3
u’(x):—%+a = u(x):—%+ax+b.

Mit den Randbedingungen u(0) = u(1) = 0 folgt:

3
X 1 1 5
u(x) = Ny + EX = gx(1 - X).
v



Fourier—Methoden — Der allgemeine Fall
Wir berechnen nun zunachst die Fourier—Koeffizienten der Funktion

f(x) = x,
also 1
2(—1 n+1
Cn:2fXSin(nﬂX)dX:%, n=1,...,N.
0

Damit ergibt sich eine approximative Lésung in der Form

N N 2 n+1
un(x) = Z 5 sin(nmx) :Z sin(Nmx).
n=1 n=1
Wir erhalten etwa
us(x) 2 sin(7tx) 1 sin(2mx) + sin(37mx) sin(47x)
= —si — —=si i - i .
AT RS 43 2778 3273



Fourier—Methoden — Der allgemeine Fall
Frage: Wie gut ist die approximative Losung?

Antwort: Berechne die Fourier—Koeffizienten der exakten Lésung:
mit

u(x) = %x(1 — x?)

folgt fur die Fourier—Reihe

N
in(x) = ), ansin(nmx)
n=1

die Darstellung der Fourier—Koeffizienten
1

an = 2f%x(1 — x?) sin(nmx) dx =
0

2(_1 )n+1
373
Dies sind aber gerade die (Fourier—)Koeffizienten der approximativen
Loésung!



Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Wir betrachten folgendes Anfangsrandwertproblem der

Warmeleitungsgleichung
Ur—Uxx = f(x,t) : 0<x</l,0<t<T,
u(x,0) = g(x)  0<x<,
u0,t) = wu(,t)=0 : 0<t<T

und suchen eine Lésung in Form einer Fourier—Reihe, also

nnX)

u(x, t) = i an(t) sin (T .
n=1

Bemerkung

Da wir nur Sinus—Funktionen in der Fourier—Reihe verwenden, sind die
vorgegebenen homogenen Randbedingungen automatisch erflillt.
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
FUr die Koeffizienten der Fourier—Reihe gilt wiederum
/
an(t) = % f u(x, t) sin (”LIX) ax.
0

Gleichzeitig kdnnen wir die Inhomogenitat f(x, t) in einer
Fourier—Reihe
darstellen, d.h.

/

X, t) = icn(t)sin(”i/x), enlt) = %ff(x, t)sin(”i/x) dx.
=1

0
Wir berechnen nun die Orts— und Zeitableitungen des

Lésungsansatzes
(e}
(nnx)
Z sm
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
und erhalten die Beziehungen

du o\ dag,,, . (nnx
S = ; 2 (t)sm( / )

au — nm nmx
a(x, t) = é an(t)T COS(T),
2u - mPr?  (nnx
Bt = =X anlt T an(5)

Daraus folgt

= (da mr?\ . (nmx
U — Uxxy = Z (Ttn(t) + an(t)/—g) sin (%);
n=1

und wir erhalten durch Gleichsetzen mit der Fourier—Reihe von f(x, t)
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen der Form

dan, nm?
F(t) + an(t)l—2 = Cn(t).

Die Anfangsbedingungen a1(0), ax(0), ... ergeben sich aus der
Anfangsbedingung u(x,0) = g(x):

I
o (NmX 2 . (nmx
X) = ansm (%), b, = 7fg(x) sm(%) ax,
n= 0

und daher
an(O):bn, n:1,2,....

Damit haben wir ein Anfangswertproblem fr ein lineares System
gewdhnlicher Differentialgleichungen, das zudem entkoppelt ist.
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Die Lésung laBt sich also direkt angeben:

t
n2 2 n2 2
an(t):b,,exp(— l;z -t)—i—fexp(— I;T ~(t—s))cn(s)ds.
0

Beispiel
Wir betrachten das homogene Anfangsrandwertproblem

U = Uy : 0<x<50,0<t<T,
u(x0) = 5-1x-25 : 0<x<50,
u(0,t) = wu(50,t)=0 : 0<t<T.

Die Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(x) =5 — %lx — 25|
ergibt 50
1 nmx 40 . (nm
b= 5 (5——|x 25|)sm( o )dx s sm( i )
0
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Da wir eine homogene Warmeleitungsgleichung betrachten, folgt

40 . (nm P
an(1) = n2—nzs'"(?)ex" ~2500 1)’

und die Losung als Fourier—Reihe lautet

[0e]

40 . (nm 2 . (hmx
U(X, t) = nz 2 sin (?)exp (—% : t) sin (ﬁ)

Beobachtung

1) Furfestes T > 0 fallen die Fourier—Koeffizienten a,(t) der Lésung
exponentiell schnell flir n — oo ab. Héhere Werte flr n
beschreiben gerade die h6heren Frequenzen in der Losung.

2) Fur festes n fallen die Fourier—Koeffizienten exponentiell schnell
fir t — oo ab. Der Abfall ist umso schneller, je groBer nist. Far
grof3e Zeiten beschreiben also wenige Terme der Fourier—Reihe
die exakte Lésung sehr gut.
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Beispiel
Wir betrachten das inhomogene Anfangsrandwertproblem
U — Uy = X : 0<x<1,0<t<T,
ux0) = 0  0<x<1,
u0,t) = u(1,t)=0 : 0<t<T.

Dann gilt mit den Bezeichnungen von oben

bn = 0
-1 n+1
Cn(t) = Cn = 2( n?n 7
und damit ¢
_ —nPm?(t— (_1)n+1 o (_1)n+1 —Prt
an(t)—2fe ( S)TdS—z e (1—6 )
(0]

4
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung

Bis jetzt:
Anfangsrandwertprobleme mit homogenen Randbedingungen, d.h.
Ur—Uxx = f(x,t) : 0<x</,0<t<T,
u(x,0) = g(x)  0<x<,

u0,t) = u(l,t)=0 : 0<t<T.
Was passiert

1) bei (einseitig Neumannschen) Randbedingungen der Form

au
ax
2) bei periodischen Randbedingungen der Form

u(0,6)=0, Z(I,t)=0;

u(o, t) = u(l, 1), a o, t)— (/ t).

Wie sehen die entsprechenden Founer—Methoden aus?
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Wir betrachten zundchst das Anfangsrandwertproblem

Uu—uxy = f(x,t) : 0<x</,0<t<T.
ux,0) = g(x) : 0=<x</,
u0,t) = 0  0<t<T,
ux(l,Lt) = 0 : 0<t<T.

Bemerkung

Beschreibt die Funktion u(x, t) eine orts— und zeitabhéngige
Temperaturverteilung, so bedeutet

1) die Bedingung u(0, t) = 0, dass das linke Ende des Intervalls [0, /]
mit einem unendlich grof3en Eisbad in Kontakt steht,

2) die Bedingung ux(/,t) = 0, dass am rechten Ende kein Warmeflu3
nach rechts existiert, d.h. das rechte Ende des Intervalls ist
perfekt warmeisoliert.
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Die Fourier—Reihe

u(x, ) _i sm(nnx)

kann keine Lésung sein, denn unabhangig von den (zeitabhangigen)
Koeffizienten gilt dann stets

u(0,t) =u(l, t) =0.
Die im Problem vorgegebenen Randbedingungen
u(0,t) =0, ux(l,t)=0

werden zum Beispiel durch die Funktion

u(x,t) = sin (7;);)

erfullt.
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Diese Funktion beschreibt gerade eine Viertel-Sinuswelle.

Funktionen mit h6heren Frequenzen erhalten wir, wenn wir daran eine
halbe Sinuswelle anhangen, also

. (X Kmx
SIH(E—FT), k € N.

Die Funktionen héherer Frequenzen sind dann von der Form

2n -1
u(x, t) =sin (%), neN. n>2.

Ein Lésungsansatz fir das vorgegebene Anfangsrandwertproblem, der
automatisch die vorgegebenen Randbedingungen erflllt, lautet damit

u(x, t) = i anp(t)sin (%)
n=1
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung

Beispiel
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem
U = Uxx - 0<x<580,0<t<T,
u(x,0) = —g|x—25| : 0<x <50,
u0,t) = 0 : 0<t<T,
ux(50,1) = 0 : 0<t<T.

Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(x) = 5 - %lx — 25| ergibt

50

A 1 . ((@n—-1)nx
by = gf(5—§|x—25|)s,.n(—100 )dx

0

80(~ V2sin(nm/2) + V2 cos(nm/2) — (1))
n2(2n—1)32 '

v
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Beispiel (cont.)
Mit dem Lésungsansatz

u(x, t) = i an(t)sin (%)
n=1

erhalten wir durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung und
Koeffizientenvergleich mit der Fourier—Reihe von g(x) die Gleichungen

dan N (2n- 1)27128
dt 4.502 "
an(O) = bn n:1,2,....

0

Die L6ésung dieser Differentialgleichung lautet dann

(2n-1)2n2 t
an(t) = bye™ 10000 L. J
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung

Beispiel
Sind beide Enden warmeisoliert, so haben wir das
Anfangsrandwertproblem

u—uxx = f(x,t) : 0<x</,0<t<T,
ux,0) = gx) : 0<x<|,

ux(0,t) = 0 : 0<t<T,

ux(l,t) = 0 - 0<t<T.

Jetzt erflillen die Funktionen
u(x,t)y=1, u(x,t) = cos (T(—/X)

die vorgegebenen Neumannschen Randbedingungen.
Ein Lésungsansatz lautet damit
nnx)

u(x, t) = bo(t) —i—an COS(I

v
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung

Beispiel
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem
U = Uy : 0<x<50,0<t<T,
u(x0) = 5-1Ix-25 : 0<x<50,
ux(0,t) = 0 : 0<t<T,
ux(50,1) = 0 : 0<t<T.

Mit dem Lésungsansatz
u(x, t) = bo(t) —1—an t)cos(nnx)

ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung
P2

db — (dby,
Tf“”;(?“”s_;b (t))cos(ngox) 0.
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Beispiel (cont.)
Das System gewohnlicher Differentialgleichungen lautet dann

dbo

_ adb, P2
a =0

Fr 0+ T bn(t) =0

Um die zugehérigen Anfangsbedingungen festzulegen, bestimmen wir
die Fourier—Reihe der Anfangsbedingung g(x), d.h.

g(x) =dp + Z dncos(ngox)

mit den Fourier—Koeffizienten

: 50 - 50
nmx
do—%fg(X)dX, dn—%fg(X)COS(E)d
0 0
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Beispiel (cont.)
Man berechnet

5 20(2cos(nm/2) — 1 —(—1)")
dO = EI dn = n2n2 *
Die Koeffizienten by(t), b1(t), ... ergeben sich damit als

bn(t) = dne_Ant

mit
n?m?

2500’

n=

und die Ldsung lautet

nmx
u(x, t)—do+Zdn cos( 50)

v
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung

Wir kommen nun zu periodischen Randbedingungen und dem
Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [-/, /] gegeben durch

Uu—uxy = f(lx,t) @ -I<x<l,0<t<T,
ux,0) = glx) : —Isx<],
u-Lt)y = u(lt)y : 0<t<T,
ux(=1t) = ux(l,t) : 0<t<T.
Periodische Funktionen auf dem Intervall [-/, /] sind

nnx)

1,b(x):%, lp(x):cos(”L/X), gb(x):sin(T.

Ein Lésungsansatz mit Hilfe von Fourier—Reihen ist damit

u(x, +Z(an )cos (%) + ba(t) sin ).
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Mit den Reihenentwicklungen

ot = clt)+ Z (C” COS( )+ dn(t) sin (nL/X)),
9(x) = po+ é (,On cos(nilx) + gpsin (mlix))

ergeben sich die gewdhnlichen Differentialgleichungen

da
G = o)

da n?m?
Tt"(t)+l—zan(t) = ¢c(b),

ab P
Tt”(t)+l—2b,,(t) = dp(t).
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Fourier—Methoden flr die Warmeleitungsgleichung
Die zugehdrigen Anfangsbedingungen lauten

a(0) = po, an(0) = pn,  bn(0) = qn.

Beispiel
Fur das Anfangsrandwertproblem mit periodischen Randbedingungen

U—Uyx = 76x(x2-7m?) : -m<x<m 0<t<T,
u(x,0) = 25 . —m<Xx<m,
u(-m,t) = u(mt) : 0<t<T,
ux(-m, t) = ux(m,t) : 0<t<T

ist die Fourier—Entwicklung der Lésung gegeben durch

=25+ Z _"zt)sin(nx).
10 5




Fourier—Methoden flr die Wellengleichung
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

ug — uxx = f(x, 1) c 0<x</,0<t<T,
u(x,0) = g(x) s 0<x<,
ui(x,0) = h(x) : 0<x<,

u0,t) = u(,t)=0 : 0<t<T
und suchen eine Lésung in der Form

u(x, t) = i anp(t) sin (nilx)

=1

Die Fourier—Reihen fur f(x, t), g(x) und h(x) ergeben DGLs fur die
Lésungskoeffizienten a;(t), i=12,....
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Fourier—Methoden flr die Wellengleichung
Beispiel
Die Lésung des Anfangsrandwertproblems

Ui — Uy = 0 : O0<x</[,0<t<T,
u(x,0) = g(x) : 0<x<,
ui(x,0) = h(x) c 0<x<,

u0,t) = u(Lt)=0 : 0<t<T
ist gegeben durch
u(x,t) = i {b cos(n—nt) 4 Gl in (n_nt)} in (%)
L) = L, n ] o ] ] ] )

Dabei sind b, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der
vorgegeben Anfangsbedingung u(x,0) = g(x) und dj, die
entsprechenden Koeffizienten von u;(x,0) = h(x).
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Numerische Losung partieller
Differentialgleichungen
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Numerische Losung partieller Differentialgleichungen
Zur numerischen Lésung gibt es drei klassische Ansétze:

1) Finite-Differenzen
Approximation auf reguléren (strukturierten) Gittern, einfache
Geometrien, haufig eindimensional im Ort, alle Typen

2) Finite—Volumen
Mehrdimensionale Probleme auf unstrukturierten Gittern, vor
allem
hyperbolische Gleichungen

3) Finite—Elemente
Mehrdimensionale Probleme auf unstrukturierten Gittern,
komplizierte Geometrien, vor allem elliptische Gleichungen

Wir beschréanken uns auf die Darstellung von Finiten—Differenzen— und
Finite—Element—Methoden.
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Die Methode der Finiten—Differenzen

Wir beschranken uns auf eindimensionale Probleme und die folgenden
Anfangs— und Anfangsrandwertprobleme

1) Cauchy—Probleme fir skalare Erhaltungsgleichungen, also

ur+ f(u)x =0 inRx(0,c0),
u=u auf R x {t = 0}.

2) Randwertprobleme fir die Poissongleichung, also
—Uyy = f(x) c 0<x<1,0<t<T,
u(0) = wu(1)=0.
3) Anfangsrandwertprobleme fir die Warmeleitungsgleichung, also
Ur—Uxx = fF(x,t) : 0<x<1,0<t<T,
u(x,0) = g(x) : 0<x<,
u©,t) = u(1,t)=0 : 0<t<T.



Die Methode der Finiten—Differenzen

Idee bei Finiten—Differenzen
Approximiere exakte Lésung nur an diskreten Punkten (dem Gitter):

u(xi, ) ~ U(x;, ) = U/
mit den diskreten Punkten
Xj=i-h i€y, =ik jeZ

und den Orts— und Zeitschrittweiten h und k. Die Indexmengen Zx
und Z; sind dabei endliche oder unendliche Teilmengen von Z.

Beispiel

Fur die Warmeleitungsgleichung auf [0,1] x [0, T] setzen wir
Xxi:=i-h, i=0,...,n, i=j-k j=0,...,m

mit den Orts— und Zeitschrittweiten h:= 1, k .= L.

v
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Die Methode der Finiten—Differenzen

Zur Berechnung der diskreten Werte U{ bendtigen wir die
Approximation von Ableitungen:

Beispiel
Wir approximieren die Ableitung ux(x, t) an der Stelle (x, t) = (x;, t):

1) Zentrale Differenzen y j

U
ux (X, ;) ~ %;
2) Vorwartsdifferenz )
x\ i, tj) ~ h )
3) Ruckwartsdifferenz , ,
U:j' B U:j'—1
UX(XiI tj) ~ T.
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Approximationsgute von Finiten—Differenzen

Sei u(x, t) eine hinreichend oft differenzierbare Funktion und (x;, ;) ein
fester Punkt eines Gitters mit Orts— und Zeitschrittweite h und k.

Mittels einer Taylorentwicklung um (x;, ;) erhalten wir

u(Xiv1, ) = u(Xi, ) + Ux(Xi, ) (Xip1 = X;) +
N ——
=h

1 1
5 U (Xi, §) (Xie1 = Xi)? g oo (X, ) (X1 X+,
S—— S——
=h? =h3
u(xi-1, ) = u(xi, ) + ux(x;, ) (Xi-1 — ;) +
N————
=—h

1 1
2 Uoe(Xi, 1) (X1 = x;)? +g U (X, ) (Xi1 = X+
| — | ——
—h2 ——h3
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Approximationsgute von Finiten—Differenzen
Wir erhalten damit

1) bei Zentralen Differenzen

U(Xi1, ) = U(Xi-1, 1)
2h

= Approximation zweiter Ordnung in h.

= O(h?)

Ux(Xi, §j) —

2) bei Vorwartsdifferenzen

U(Xiy1, ) — u(x;, ;)
h

= Approximation erster Ordnung in h.

ux(Xi, ) = = 0(h)

3) bei Rickwartsdifferenzen

u(x;, ) — u(Xi-1, )
h

= Approximation erster Ordnung in h.
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Finite—Differenzen flr skalare Erhaltungsgleichungen

Wir betrachten das Cauchy—Problem

us+ f(u)xy =0 inRRx(0,00),
u= Ul auf R x {t = O}

Mit den Notationen von oben ist ein numerisches Verfahren mit Hilfe

von Finiten—Differenzen gegeben durch

k

" . . .
Ut =u- 2h (f(Ufﬂ) B f(U;—1))
mit den Anfangsbedingungen
Xi+h/2
1
U= 7 up(x) dx.
X,'—h/2

Also: Zentrale Differenz im Ort, Vorwéartsdifferenz in der Zeit.
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Finite—Differenzen flr skalare Erhaltungsgleichungen
Beispiel
Wir betrachten das Problem

ur+uuxy =0 inRRx(0,00),
u= U auf R x {t = 0}

mit 1 : x<0,

UO(X):{—1 © x>0.

Die Anfangsbedingung ist gleichzeitig die Lésung fir t > 0 !

i \2 i 2 1. 7<0,
U{+1:U{—L[(U;+1) _(Ui—1) J UO_{ 0 : i=0,

2 2 ' 1. i>o.

Fazit
Funktioniert nicht, Verfahren ist instabil.
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Finite—Differenzen flr skalare Erhaltungsgleichungen
Beispiel
Wir betrachten die lineare Advektionsgleichung

ur+uxy =0 inRx (0, ),
u= Uy auf R x {t = 0}.

Zentrale Differenzen im Ort:

UfH = U - ﬁ(ufﬁ - U:/'—1)'

I

Funktioniert selbst bei einer linearen Gleichung nicht!
Upwind—Verfahren: funktioniert unter der CFL-Bedingung k/h < 1

it _ g _ Ky
Ut = U - F(U, -U_,).
Lax—Friedrichs—Verfahren: funktioniert wie das Upwind—Verfahren
J
U — U+ U, —L(U/ _U )
i 2 2h\ i+l i-1)"

v
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Finite—Differenzen flr die Poissongleichung
Wir betrachten jetzt Randwertprobleme flr die Poissongleichung, also

—uxx = f(x) : 0<x<1,0<t<T,
u@) = u(1)=0.

Zunachst bendtigen wir eine Approximation der zweiten Ableitung:

U1 —2U + Ui
h? ’

Damit erhalten wir die diskreten Gleichungen

Uxx (Xi) =

U1 —2U; + Ui+
2

mit h=1/nund
Fi:=f(x)), Uy=Uy=0.
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Finite—Differenzen flr die Poissongleichung
Setzen wir
x:(U1/---/Un—1)T/ b:(F‘I/"'/Fn—‘I)T/
so erhalten wir das lineare Gleichungssystem
A-x=b
mit der Koeffizientenmatrix
2 -1
-1 2 -1
A= S
-1 2 -1
-1 2
Fazit

Die numerische Lésung der Poissongleichung reduziert sich auf ein
lineares Gleichungssystem flr die Unbekannten U;, ..., U,_1.
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Finite—Differenzen flr die Warmeleitungsgleichung
Zur numerischen von Anfangsrandwertproblemen der Form
U = Uxy : 0<x<1,0<t<T,
u(x,0) = g(x) : 0<x<1,
u0,t) = u(1,t)=0 : 0<t<T
mussen wir Diskretisierungen fur die zweite Ableitung uyx mit einer
Differenzenapproximation fir die Zeitableitung u; kombinieren:
1) Setzen wir eine Vorwartsdifferenz an, also
Ut - U
P
so erhalten wir das explizite Verfahren

ug(xi, ) =

j+1 J
v U/+—( I+1—2U’+U1)
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Finite—Differenzen flr die Warmeleitungsgleichung

2) Mit der Ruckwartsdifferenz , ,
U-u
Ut(Xi/ tj) = K I

erhalten wir das implizite Verfahren

1 g, K J+1
U = U (U] —2U - U),

Fazit

Zur Berechnung der Lésung zur Zeit ;1 muf3 ein lineares
Gleichungssystem geldst werden!

3) Eine Konvexkombination beider Verfahren liefert die 6—Methode

i+ _ o, K J+1 J+1 J+1
U = U lel Ut U
J J J
H1-0)U,, —2U + UL
Im Fall 6 = % erhalt man das Crank—Nicholson—Verfahren.



Finite—Differenzen flr die Warmeleitungsgleichung

Bemerkungen

1) Das explizite Verfahren funktioniert nur unter der Bedingung
Ly
h2 — 2
Man nennt diese Bedingung eine Stabilitatsbedingung.
Verdoppelt man also die Zahl der Gitterpunkte im Ort, mu3 man
entsprechend mit einem vierfach kleineren Zeitschritt arbeiten.

2) Das implizite Verfahren ist fir alle Werte von k und h stabil.
Zur Berechnung der L6sung muf3 man allerdings in jedem
Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem I6sen.

3) Bei Verfahren sind erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung
im Ort, d.h. fur den Fehler e(T) zwischen der exakten und der
numerischen Lésung zu einer festen Zeit T > 0 gilt

e(T) = O(k) + O(h?).
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Finite—Differenzen flr die Warmeleitungsgleichung

Bemerkungen (cont.)
4) Die Stabilitatsbedingung fur die 6—Methode flir 0 < 6 < 3 Iautet

h2 < 2(1 20)7".

Fiir 0 > 1 ist die 6-Methode stets stabil.

5) Das Verfahren von Crank—Nicholson ist zweiter Ordnung in Ort
und Zeit, d.h. es gilt

e(T) = O(k?) + O(h?).

FUr keinen anderen Wert von 6 gilt ein entsprechendes Resultat.

Daher ist das Verfahren von Crank—Nicholson ein spezielles
Verfahren fur die Warmeleitungsgleichung und wird haufig bei
numerischen Berechnungen verwendet.

v
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Die Methode der Finiten—Elemente
Wir beschranken uns auf das eindimensionale Randwertproblem:

_dix(k(x)%) = f(x), 0<x</, k(x)>0

u(0) = u(l)=0.
FE—Methoden basieren auf drei grundlegenden Ideen:

1) Man reformuliert das gegebene Problem in einer schwachen Form
oder auch Variationsformulierung. Dadurch reduziert sich das
Problem auf unendlich viele algebraische Gleichungen in einem
Vektorraum, dessen Elemente bereits die vorgegebenen
Randwerte erfullen.

2) Die Galerkin Methode reduziert das Problem auf Gleichungen in
einem endlich—dimensionalen Finite—Element—Raum, der eine
endliche Zahl von Basiselementen besitzt.
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Die Methode der Finiten—Elemente

3) Als Basis des endlich—dimensionalen FE-Raums wahlt man
stlickweise Polynome und erhélt damit ein lineares
Gleichungssystem mit einer diinn besetzten Koeffizientenmatrix.

Die schwache Form des Randwertproblems
Sei V gegeben durch
V ={vecC?0,l] : v(0)=v(l)=0}.

Wir multiplizieren nun die gegebene Poissongleichung mit einer

Funktion v € V und integrieren tber den Ortsraum [0, ]:
/

_fi(k(x) dx_ffX)V

Mittels partlellerolntegratlon erhalten wir

0
f<x>a( av flf

0
v
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Die Methode der Finiten—Elemente

Die schwache Form des Randwertproblems (cont.)
Da v € V eine beliebige Funktion ist, lautet die schwache Form:
Finde ein u € V, sodass die Beziehung

/ /
du v

[ 0 G0 S ax= [ ooy
0 0

fur alle v € V erflllt ist.

Man kann nun zeigen:

Erflllt u € V die Differentialgleichung

d du

g (K05 =100

so erfillt v auch die schwache Form von oben, und wichtiger, es gilt
ebenfalls die Umkehrung.
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Die Galerkin—Methode

Definieren wir

/

afuv) = [ k00 G100 00 a,

0

so ist a(-, -) eine symmetrische Bilinearform, die ein inneres Produkt im
Vektorraum V darstellt.

Mit Hilfe der Bilinearform a(-,-) und dem Skalarprodukt

/

(f, v):ff(x) v(x) dx

0

Iant sich die schwache Form folgendermafen schreiben:

Finde ein u € V, sodass a(u,v) = (f,v) furalle v e V.
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Die Galerkin—Methode

Die Idee der Galerkinmethode ist nun den Vektorraum V durch einen
endlich—dimensionalen Raum V,,, den sogenannten
Finite—Element—Raum, zu approximieren und dort folgendes Problem
zu lésen:

Finde ein v, € V,, sodass a(vy, v) = (f,v) fur alle v € V,.

Dieses Problem a3t sich auf ein lineares Gleichungssystem
reduzieren:

Sei {®4,..., Py} eine Basis von V,,. Dann besitzt die Lésung v, die

Darstellung
n
Vn = Z U/'CD/'.
j=1

Setzen wir dies in die schwache Form ein, so gilt

n
a[z U/q’jrq’i) =(f,®;), i=1,...,n
=
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Die Galerkin—Methode

Aufgrund der Bilinearitat von a(-, -) folgt

Zad)j, =(f,®), i=1,...,n

Setzen wirfiri=1,...,n
aj = a(®;, ®;), fi=(f,),
so ergibt sich das lineare Gleichungssystem
A-u=f

mit der Steifigkeitsmatrix A und dem Lésungsvektor

u= (U1,...,Un)T

mit den zu bestimmenden Koeffizienten uy, ..., up,.
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Approximation der stickweise Polynome

Zur Konstruktion von FE—Rdumen machen wir folgende
VorUberlegungen:

1) Am besten waren FE—Raume V,, fiir die man eine
Orthogonalbasis aufstellen kann. Dann wére die Steifigkeitsmatrix
eine Diagonalmatrix. Dies ist aber im Allgemeinen nicht mdéglich.

2) Findet man keine Orthogonalbasis, so sollten Steifigkeitsmatrix
und die rechte Seite einfach zu berechnen sein.

3) Die Basis von V,, sollte fast orthogonal sein, denn dann ware die
Steifigkeitsmatrix nahe bei einer Diagonalmatrix und damit diinn
besetzt.

4) Die exakte Losung u des Problems sollte méglichst gut durch ein
Element aus V), approximiert werden kénnen und im Grenzwert
n — oo sollte die Approximation beliebig gut werden.

Daher: Approximation durch stiickweise Polynome, zum Beispiel
durch eine stlickweise lineare Funktion.
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