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Aufgabe:
Bestimmen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe
Uy — Uy = sin(x)t O<z<m,0<t,
u(z,0) = 4sin(3z) + £ 0<z<m,
u(0,t) = ¢1(t) = 0 0<t,
u(m,t) = ¢oft) = 1 0<t.

Hinweis: Homogenisieren Sie zunéchst die Randbedingungen, indem Sie die Funktion

T (62(6) — n(1)

U(xvt) = u(x,t) - ¢1(t> -

mit @ = 0 und b = 7 einfithren und in der Aufgabenstellung die w—Ausdriicke durch
geeignete v—Ausdriicke ersetzt. Man erhélt z.B.
— (b= 1)

Losung:

Schritt 1: Homogenisieren der Randbedingungen
z—0

ol 1) = ula, 1) = o1(0) — S (alt) — pa0) = ular 1) — -
Neue ARWA:
U — Vg = sin(z)t
v(z,0) = u(x,0) — — = 4sin(3z)

T
v(0,t) = v(m,t) =0
Schritt 2: Lﬁsung der homogenen ARWA

Mit w=%=1und c=1 gilt

o
g a,(t) sin (nwx)

n=1

~

Lose die gewohnlichen Differentialgleichungen

an(t) + cn’w?a, (t) = cu(t), a,(0) =0,



Differentialgleichungen II, T. Reis, SoSe 2019, Blatt 6, Priasenzaufgaben 2

b, : Fourier Koeffizienten der ungeraden, 2L— periodischen Fortsetzung von v(z,0):

4sin(3x) = Z by, sin (nx)
n=1

Also b, =0, Vn # 3, bs =4.

¢n(t): Fourier Koeffizienten der ungeraden, 2L— periodischen Fortsetzung von h(z,t) =
sin(x)t:

1
Also ¢,(t) = 0, Vn # 1, a(t)=t.

Fir n ¢ {1,3} erhalten wir die Anfangswertaufgabe
an(t) + n?a,(t) = c,(t) =0, a,(0) =b, =0
mit der Losung a,(t) =0.

Fir n=1:

ar(t) + 12a1(t) = c1(t) = t, a;(0) = =0

Die zugehérige homogene Differentialgleichung

a1n(t) + aip(t) == wird offensichtlich von e™" geldst.

Eine partikulére Losung der inhomogenen Aufgabe fiir a; erhédlt man durch den Ansatz
ap(t) = a+ pt

mit dem Ergebnis ay,(t) =¢ — 1. Also ist

ar(t) =~vet+t—1 und a1(0) =7’ +0-1=0= y=1

= | a(t)=eT+t—1

Fiir n = 3:
(l3(t) + 32(13(t) = C3(t) = O, ag(O) = b3 =4
= a3(t) = e und az(0) = e =
Also | as(t) =4e ™
v(x,t) = Z an(t) sin(nwzx) = a1 (t)sin(x) + as(t) sin(3z)
k=1

= (e7"+t—1)sin(z) + 4e ¥ sin(3z)

Schritt 3: Losungen zusammensetzen

Die Losung des urspriiglichen Problems ist

u(z,t) =v(x,t) + Lo ge™ sin(3z) + (e7" +t—1)sinx + L
T T



