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Aufgabe 1:

a) Sei u die Lösung der Randwertaufgabe

∆u = −1 |x| < 1, |y| < 1,
u(x, y) = 0 |x| = 1 oder |y| = 1

und v(x, y) = u(x, y) +
1

4
(x2 + y2) .

Zeigen Sie, dass v(x, y) die Laplace-Gleichung löst, und bestimmen Sie eine obere und
eine untere Schranke für u(0, 0) .

b) Sei u(x, y) eine Lösung der folgenden Randwertaufgabe:

∆u = 0, in Ω := ]0, 2[× ]0, 1[

u(x, y) = 3x2 auf ∂Ω .

Entscheiden Sie, ohne u zu berechnen, für jede der folgenden Aussagen, ob sie zutref-
fend ist. Begründen Sie Ihre Antworten.

• Es gilt max(x,y)∈Ω̄ u(x, y) = 2 .

• Es gilt min(x,y)∈Ω̄ u(x, y) = 0 .

• u(x, y) = 3x2 − 3y2 ist eine Lösung der Randwertaufgabe.

Lösung :

a) Es gilt

vxx + vyy = uxx +

(
1

4
(x2 + y2)

)
xx

+ uyy +

(
1

4
(x2 + y2)

)
yy

= ∆u+
1

4
(x2)xx +

1

4
(y2)yy = −1 +

1

2
+

1

2
= 0 .

Die Funktion v erfüllt also die Laplace–Gleichung. Sie nimmt ihr Minimum und Ma-
ximum auf dem Rand des Rechtecks [−1, 1]× [−1, 1] an. Dort gilt
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v(x, y) = u(x, y) +
1

4
(x2 + y2) ≤ 0 +

1

4
(12 + 12) =

1

2
.

und

v(x, y) ≥ 0 +
1

4
(es gilt stets |x| oder |y| = 1 .)

Also gilt im gesamten Rechteck
1

4
≤ v(x, y) ≤ 1

2
.

Damit erhalten wir u(0, 0) = v(0, 0) ∈ [
1

4
,

1

2
] .

b) Die erste Aussage ist falsch, da zum Beispiel u(1, 0) = 3 > 2 gilt.

Die zweite Aussage folgt aus dem Maximumprinzip .

u(x, y) = 3x2 − 3y2 ist zwar eine Lösung der Differentialgleichung , erfüllt aber nicht
die Randbedingungen.
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie alle rotationssymmetrischen Lösungen der folgenden Randwertaufgabe

∆u = − 1√
x2 + y2

für 1 < x2 + y2 < 9,

u(x, y) = 1 auf x2 + y2 = 1,

u(x, y) = 2 auf x2 + y2 = 9.

Hinweise: Die Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten lautet urr + 1
r
ur + 1

r2
uϕϕ = 0 .

Rotationssymmetrisch heißt unabhänging von φ

b) Bestimmen Sie eine Lösung der folgenden Aufgabe

∆u = 0 für 0 ≤ x2 + y2 ≤ 9,

u(x, y) =
x

9
(x− y) auf x2 + y2 = 9 .

Hinweise: Verwenden Sie Polarkoordinaten und einen geeigneten Produktansatz! Die
Lösung ist NICHT rotationssymmetrisch!

cos(2φ) = 2 cos2(φ)− 1, sin(2φ) = 2 sin(φ) cos(φ) .

Verwenden Sie zur Lösung einer Differentialgleichung der Form
r2v′′(r) + αrv′(r)− βv(r) = 0 mit β 6= 0 den Ansatz v(r) = rm .

Lösungshinweise zu Aufgabe 2:

a) Wie in der Vorlesung erhält man für rotationssymmetrische Probleme mit
v(r) := u(x(r), y(r)) , w := v′ und der rechten Seite −f(r) :

v′′ +
2− 1

r
v′ = −f(r) = −r−1 ,=⇒ w′ +

1

r
w = −r−1 =⇒ wh = α/r,

wp = α(r)/r , =⇒ α′(r)/r = −1/r =⇒ α′(r) = −1 =⇒ α(r) = −r + c

=⇒ w(r) = −1 + α/r =⇒ v(r) = α ln(r)− r + β

=⇒ u(x, y) = α ln
(√

x2 + y2
)
−
√
x2 + y2 + β

Die Randdaten liefern für x2 + y2 = 1 :

u(x, y) = −1 + β = 1 =⇒ β = 2

und für x2 + y2 = 9

u(x, y) = α ln(3)− 3 + 2 = 2 =⇒ α = 3/ ln(3)
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b) Kurzversion: Aus der Vorlesung/Hörsaalübung kennen wir die allgemeine Lösung:

u(r, φ) = c0 + d0 ln(r) +
∑
k

(ckr
−k + dkr

k)(ak cos(kφ) + bk sin(kφ))

Lange Version: Der Produktansatz: u = v(r) · w(φ) ergibt eingesetzt in die Laplace-
gleichung in Polarkoordinaten

r2urr + rur + uφφ = 0

r2v′′w + rv′w + vw′′ = 0 =⇒ r2v′′ + rv′

v
= − w

′′

w
= λ

Die Lösungen von w′′/w = −λ hängen zwar von dem Vorzeichen von λ ab, hier
kommen aber nur 2π periodische Lösungen in Frage:

wk(φ) = c1 cos(kφ) + c2 sin(kφ), λ = k2 k ∈ N0

Für v erhalten wir dann die Eulersche Differetialgleichung

r2v′′ + rv′ − k2v = 0.

Für k = 0 erhält man (analog zu Teil a) die Lösung v0 = a0 + b0 ln(r) .

Für k 6= 0 liefert der Ansatz v = rm die beiden Lösungen v1 = rk und v2 = r−k .

Da die Lösung in einem Kreis um Null definiert sein sollen, also insbesondere be-
schränkt bleiben sollen, kommen die negativen Potenzen und der ln – Term nicht in
Frage. Insgesamt erhalten wir die Lösungsdarstellung:

u(r, φ) = a0 +
∞∑
k=1

(c1 cos(kφ) + c2 sin(kφ)) rk .

Die Randdaten liefern noch die Bedingung

u(3, φ) = a0 +
∞∑
k=1

(c1 cos(kφ) + c2 sin(kφ)) 3k

=
3 cosφ

9
(3 cosφ− 3 sinφ) = cos2(φ)− sin(φ) cos(φ)

=
1

2
(1 + cos(2φ)− sin(2φ)) .

Ein Koeffizientenvergleich ergibt dann die Lösung

u(r, φ) =
1

2
+

r2

18
cos(2φ) − r2

18
sin(2φ) .


