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Blatt 5, Hausaufgaben

Aufgabe 1:

a) Sei u die Losung der Randwertaufgabe

Ay = —1 lz] < 1,]y| <1,
u(z,y) = 0 |z| =1 oder |y| =1

1
und ’U([L’,y) = U([E,y) + Z(:LQ + yZ) :

Zeigen Sie, dass v(x,y) die Laplace-Gleichung 16st, und bestimmen Sie eine obere und
eine untere Schranke fiir u(0,0).

b) Sei u(x,y) eine Losung der folgenden Randwertaufgabe:
Au =0, in Q:=]0,2[x]0,1]
u(z,y) = 32 auf 0€).

Entscheiden Sie, ohne u zu berechnen, fiir jede der folgenden Aussagen, ob sie zutref-
fend ist. Begriinden Sie Ihre Antworten.

o Es gilt max(, yequ(r,y) = 2.
e Es gilt min, yequ(z,y) = 0.

o u(x,y) = 32? — 3y? ist eine Losung der Randwertaufgabe.

Losung :

a) Es gilt

1 1
Vag + Vyy = Usg + (Z(:ﬁ + y2)) + Uy + (Z(:ﬁ + y2)>

1, 1 1 1
Au+4(a:)m+4(y)yy +5t 5 0
Die Funktion v erfiillt also die Laplace-Gleichung. Sie nimmt ihr Minimum und Ma-

ximum auf dem Rand des Rechtecks [—1,1] x [—1,1] an. Dort gilt
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1 1 1
v(z,y) = u(x,y)+;1(w2+y2) < 0+Z(12+12) =3
und

1
v(z,y) > O+Z (es gilt stets |x| oder |y| =1.)

1 1
Also gilt im gesamten Rechteck 1 < v(z,y) < 7
11
Damit erhalten wir ~ «(0,0) = v(0,0) € [Z_L’ 5]

b) Die erste Aussage ist falsch, da zum Beispiel u(1,0) =3 > 2 gilt.
Die zweite Aussage folgt aus dem Maximumprinzip .

u(z,y) = 3x? — 3y? ist zwar eine Losung der Differentialgleichung , erfiillt aber nicht
die Randbedingungen.
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Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie alle rotationssymmetrischen Losungen der folgenden Randwertaufgabe

1
A= - fiirl<a?®+42 <09,
/:L.Z_{_yZ
u(z,y) =1 aufaz® +y* =1,
u(z,y) =2 aufz?+y*=09.

Hinweise: Die Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten lautet w,, + %ur + T%uw =0.
Rotationssymmetrisch heifit unabhdinging von ¢

b) Bestimmen Sie eine Losung der folgenden Aufgabe

Au=0 fir0<az?+y*<09,

u(x,y):g(:r;—y) auf 22 +¢y* = 9.

Hinweise: Verwenden Sie Polarkoordinaten und einen geeigneten Produktansatz! Die
Losung ist NICHT rotationssymmetrisch!

cos(2¢) = 2 cos*(¢) — 1, sin(2¢) = 2sin(¢) cos(p) .
Verwenden Sie zur Losung einer Differentialgleichung der Form
r2v"(r) + arv'(r) — Bu(r) =0 mit 3 #0 den Ansatz v(r) =r™.

Losungshinweise zu Aufgabe 2:

a) Wie in der Vorlesung erhélt man fiir rotationssymmetrische Probleme mit
v(r) :=u(xz(r),y(r)), w:=v" und der rechten Seite —f(r):

2—1 1
vt V=—fr)=—r", = v+ -w=—r"" = w, =a/r,
r r
U)p:a<’/’)/7’,:> o/(r)/’r’: —1/r:> Oé/(T‘) = -1 = Oé(’/‘) = —r+e¢

= w(r)=—-14+a/r= v(r)=aln(r) —r+p
= u(z,y) = aln (\/x2+y2) —Vat+y2+p
Die Randdaten liefern fiir 22 +¢% = 1:

uwz,y) =—1+p=1= =2

und fiir 22 +y?> =9

u(z,y) =aln(3) —3+2=2 = a =3/In(3)
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b) Kurzversion: Aus der Vorlesung/Horsaaliibung kennen wir die allgemeine Losung:

u(r, @) = co+ doIn(r) + Z (crr™ + dpr®) (ay, cos(kg) + by sin(ke))

Lange Version: Der Produktansatz: u = v(r) - w(¢) ergibt eingesetzt in die Laplace-
gleichung in Polarkoordinaten
U, + U, + Ugpp = 0

2.1 "

!/
Ut 4 v w
r"w+rw o =0 = ——— = —— =\
v w
Die Lésungen von w”/w = —\ hingen zwar von dem Vorzeichen von X\ ab, hier

kommen aber nur 2m periodische Ldsungen in Frage:
wi () = ¢1 cos(ko) + cosin(ko), A=k keN,
Fiir v erhalten wir dann die Eulersche Differetialgleichung
2" 4+ v’ — kv = 0.

Fiir k=0 erhdlt man (analog zu Teil a) die Losung vy = ag + by In(r) .

k k

Fiir k# 0 liefert der Ansatz v =1r™ die beiden Losungen vy =r" und vo =r=".

Da die Losung in einem Kreis um Null definiert sein sollen, also insbesondere be-
schrankt bleiben sollen, kommen die negativen Potenzen und der In— Term nicht in
Frage. Insgesamt erhalten wir die Losungsdarstellung:

u(r, @) = ap + Z (c1 cos(kg) + cosin(kg)) .

k=1

Die Randdaten liefern noch die Bedingung

u(3,¢) = aop+ Z (c1 cos(kg) + cysin(ke)) 3F
k=1

= 299 (305 6 — Bsing) = co(9) — sin(0) con(o)

(1 + cos(2¢) — sin(2¢)) .

Ein Koeffizientenvergleich ergibt dann die Losung

2 2
u(r, ¢) = L + T—8 cos(2¢) — :—8 sin(2¢) .

O |
—_



