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Aufgabe 1: [8 Punkte]

a) Gegeben sind die folgenden Differentialgleichungen fiir u(z,t), u: R x RT — R
A) u + 3uu, =0,
B) u; + 3z u, = 0,
C) uy + 3u, = 1.
versehen mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = up(x), x € R,
wobei ug : R — R eine monoton steigende und stetig differenzierbare Funktion sei.
Fiir welche der Differentialgleichungen A), B), C) gilt fiir die Losung der zugehorigen
Anfangswertaufgabe:
(i) Die Losung ist konstant entlang der Charakteristiken?
(ii) die Charakteristiken sind Geraden?

Begriinden Sie Thre Antworten.

b) Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir
u(z,t), u: RxR" - R

u + uu, = 0, reR, teRT,

2 <1
u(x,0) = { v

-1 z>1.

Losung: (5 Punkte+ 3 Punkt, Jedes der Teile kann auch alleine genommen werden)

a) Fir A) gilt

@ — () = u ist also konstant entlang der Charakteristiken. [1 Punkt]

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung Cfl—f = 3ud.

Die Steigung der Charakteristiken ist also Konstant. Es handelt sich um Geraden.
[1 Punkt]

Fir B) gilt ‘Cll—? = (0 = wu ist also konstant entlang der Charakteristiken.

Die Charakteristiken haben die Steigung ‘fl—f = 3z.

Die Steigung der Charakteristiken ist nicht Konstant. Es handelt sich nicht um
Geraden. [1 Punkt]

Fir C) gilt

du

7 = 1 = wu ist also nicht konstant entlang der Charakteristiken. [1 Punkt]
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Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung Cé—f = 3.

Die Steigung der Charakteristiken ist also Konstant. Es handelt sich um Geraden.
[1 Punkt]

b) Wegen der Unstetigkeit der Daten, erhalten wir eine Stofifront (s(t),t) mit:

§(t) = ufer = 21 =1, [1 Punkt]

Also s(t) =1+ [1 Punkt]

t
5 -
Fiir die Losung erhalten wir dann

2 <1+1%
u(x,t) = { . o N 11%’ [1Punkt|
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Aufgabe 2: [34 2 4 7 Punkte]

a) Fiir welche reellen Funktionen ¢g : R — R ist die Funktion
u(zr,y) = sin(4r) - g(y)
im gesamten R? harmonisch?
b) Berechnen Sie eine Losung u der Anfangswertaufgabe
Uy — 20Ugzy = 0, rER, teRT
u(z,0) = 2, x € R, ui(x,0) = 3cos(z), z € R.

c¢) Bestimmen Sie eine Losung der Anfangsrandwertaufgabe
U — 4Ugy = 0 0<z<3, t e RT,
u(z,0) = 0, 0<z<3,
ui(z,0) = sin(rz) + 2sin(27x), 0<z<3,

u(0,t) = u(3,t) = 0 t> 0.
Losung:

a) Zu erfiillen ist

Au(z,y) = Uyy + Uy, = —16sin(4x) - g(y) + sin(4z) - ¢"(y) = 0. [1 Punkt]
Also g"(y) = 169(y) =
Charakteristisches Polynom: P(u) = u* — 16. [1 Punkt]
Losungen: g(y) = cie® + coe™,  ¢1,c0 € R. [1 Punkt]
b) [2 Punkte]

1 x+5t 3
u(z,t) = 5 (2+2)+ 3% / i 3cos(n)dn = 2+ 10 (sin(x + 5t) — sin(z — 5t)) .
T—5t

c¢) [7 Punkte]
Mt ¢ =2, w = % gilt:

Z (ay, cos(ckwt) + by sin( ckwt)) sin(kwz)
k=1

Hier also
= 2k 2km km
H="> TN+ by sin(C2E ) sin(
u(x,t) 2 (ag cos( 3 ) + by sin( 3 )) sin( 3 )

Zu erfiillen sind noch die Anfangsbedingungen. Aus
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[e.9]

k
u(z,0) = Z a sin(?ﬂ x) =
k=1
folgt ’ ar =0 Vk. ‘ [2 Punkte]
- 2km 2km 2km 2km km
W t) = ———apsin(——t) + —/b —t) ) sin(—
egen uy(z,t) ; ( 3 ay sin( 3 )+ 5 Ok cos( 3 )) sin( 3 x)
lautet die zweite Anfangsbedingung
= 2
u(z,0) = Z ?bk sin((k?7r ) = sin(rx) + 2sin(27z)  [2 Punkte]
k=1

Ein Koeffizientenvergleich liefert
k=3:  2rby= 1 <= by = 2,
k=6:  4drbg= 2 <= b= 2,
und by = 0 sonst.  [2 Punkte]

Insgesamt erhalten wir

u(x,t) = 5= sin(2nt) sin(rz) + 5= sin(4nt)sin(2rz). | [1 Punkt]
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Aufgabe 3) [4 Punkte]

a) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe fir u(z,t), u: R x RT — R
w + u-uy = 0, r€ER, te R
u(z,0) = g(x), z eR.

Dabei sei g : R — R eine streng monoton steigende Funktion mit zwei Unstetigkeits-
stellen (Sprungstellen).

Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist.

(i) Es gibt eine eindeutige schwache Losung.

(ii) Die Entropielosung gilt fiir alle Zeiten, also fiir beliebige ¢ € R™.
(iii) Zum Erhalt der Entropiel6sung muss man zwei Stofiwellen einfiihren.
Begriinden Sie Ihre Antworten.

b) Sei Q= {(z,y)" € R?: 2% + y* < 9} und u die Lésung der Randwertaufgabe
Au(z,y) =0 in Q, u(z,y) = 2 auf  99.

Bestimmen Sie den Wert von « im Ursprung.
Losung:

a) (i) Die Aussage ist falsch. Erst die Entropiebedingung sorgt fiir die Eindeutigkeit.

(ii)) Die Aussage ist wahr. Man fithrt zwei Verdiinnungswellen ein, die sich nicht in
die Quere kommen.

(iii) Falsch: siehe ii).

Begriinden Sie Ihre Antworten.

b) Aus dem Mittelwertsatz folgt u(0,0) = 2.



