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Aufgabe 1: [8 Punkte]

a) Gegeben sind die folgenden Differentialgleichungen für u(x, t), u : R× R+ → R
A) ut + 3u3 ux = 0,

B) ut + 3xux = 0,

C) ut + 3ux = 1 .

versehen mit der Anfangsbedingung

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,

wobei u0 : R→ R eine monoton steigende und stetig differenzierbare Funktion sei.

Für welche der Differentialgleichungen A), B), C) gilt für die Lösung der zugehörigen
Anfangswertaufgabe:

(i) Die Lösung ist konstant entlang der Charakteristiken?

(ii) die Charakteristiken sind Geraden?

Begründen Sie Ihre Antworten.

b) Berechnen Sie die Lösung der folgenden Anfangswertaufgabe für
u(x, t), u : R× R+ → R

ut + uux = 0 , x ∈ R, t ∈ R+,

u(x, 0) =

{
2 x < 1,

−1 x ≥ 1 .

Lösung: (5 Punkte+ 3 Punkt, Jedes der Teile kann auch alleine genommen werden)

a) Für A) gilt
du
dt

= 0 =⇒ u ist also konstant entlang der Charakteristiken. [1 Punkt]

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung dx
dt

= 3u3 .

Die Steigung der Charakteristiken ist also Konstant. Es handelt sich um Geraden.
[1 Punkt]

Für B) gilt du
dt

= 0 =⇒ u ist also konstant entlang der Charakteristiken.

Die Charakteristiken haben die Steigung dx
dt

= 3x .

Die Steigung der Charakteristiken ist nicht Konstant. Es handelt sich nicht um
Geraden. [1 Punkt]

Für C) gilt
du
dt

= 1 =⇒ u ist also nicht konstant entlang der Charakteristiken. [1 Punkt]



Differentialgleichungen II, WiSe 2019/20 02.03.2020 (Reis) 3

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung dx
dt

= 3 .

Die Steigung der Charakteristiken ist also Konstant. Es handelt sich um Geraden.
[1 Punkt]

b) Wegen der Unstetigkeit der Daten, erhalten wir eine Stoßfront (s(t), t) mit:

ṡ(t) = ul+ur
2

= 2−1
2

= 1
2
. [1 Punkt]

Also s(t) = 1 + t
2
. [1 Punkt]

Für die Lösung erhalten wir dann

u(x, t) =

{
2 x < 1 + t

2
,

−1 x ≥ 1 + t
2
.

[1Punkt]
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Aufgabe 2: [3+ 2 + 7 Punkte]

a) Für welche reellen Funktionen g : R→ R ist die Funktion

u(x, y) = sin(4x) · g(y)

im gesamten R2 harmonisch?

b) Berechnen Sie eine Lösung u der Anfangswertaufgabe

utt − 25uxx = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) = 2, x ∈ R, ut(x, 0) = 3 cos(x), x ∈ R.

c) Bestimmen Sie eine Lösung der Anfangsrandwertaufgabe

utt − 4uxx = 0 0 < x < 3 , t ∈ R+,

u(x, 0) = 0 , 0 ≤ x ≤ 3 ,

ut(x, 0) = sin(πx) + 2 sin(2πx) , 0 ≤ x ≤ 3 ,

u(0, t) = u(3, t) = 0 t ≥ 0.

Lösung:

a) Zu erfüllen ist

∆u(x, y) = uxx + uyy = −16 sin(4x) · g(y) + sin(4x) · g′′(y) = 0. [1 Punkt]

Also g′′(y) = 16g(y) =⇒
Charakteristisches Polynom: P (µ) = µ2 − 16. [1 Punkt]

Lösungen: g(y) = c1e
4y + c2e

−4y, c1, c2 ∈ R. [1 Punkt]

b) [2 Punkte]

u(x, t) =
1

2
(2 + 2) +

1

2 · 5

∫ x+5t

x−5t
3 cos(η)dη = 2 +

3

10
(sin(x+ 5t)− sin(x− 5t)) .

c) [7 Punkte]

Mt c = 2, ω = π
3

gilt:

u(x, t) =
∞∑
k=1

(ak cos(ckωt) + bk sin( ckωt)) sin(kωx)

Hier also

u(x, t) =
∞∑
k=1

(ak cos(
2kπ

3
t) + bk sin(

2kπ

3
t)) sin(

kπ

3
x)

Zu erfüllen sind noch die Anfangsbedingungen. Aus
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u(x, 0) =
∞∑
k=1

ak sin(
kπ

3
x)

!
= 0 .

folgt ak = 0 ∀k . [2 Punkte]

Wegen ut(x, t) =
∞∑
k=1

(
−2kπ

3
ak sin(

2kπ

3
t) +

2kπ

3
bk cos(

2kπ

3
t)

)
sin(

kπ

3
x)

lautet die zweite Anfangsbedingung

ut(x, 0) =
∞∑
k=1

2kπ

3
bk sin((

kπ

3
x)

!
= sin(πx) + 2 sin(2πx) [2 Punkte]

Ein Koeffizientenvergleich liefert

k = 3 : 2π b3
!

= 1 ⇐⇒ b3 = 1
2π

,

k = 6 : 4π b6
!

= 2 ⇐⇒ b6 = 2
4π

,

und bk = 0 sonst. [2 Punkte]

Insgesamt erhalten wir

u(x, t) = 1
2π

sin(2πt) sin(πx) + 1
2π

sin(4πt) sin(2πx) . [1 Punkt]
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Aufgabe 3) [4 Punkte]

a) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe für u(x, t), u : R× R+ → R

ut + u · ux = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) = g(x), x ∈ R .

Dabei sei g : R→ R eine streng monoton steigende Funktion mit zwei Unstetigkeits-
stellen (Sprungstellen).

Entscheiden Sie für jede der folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist.

(i) Es gibt eine eindeutige schwache Lösung.

(ii) Die Entropielösung gilt für alle Zeiten, also für beliebige t ∈ R+.

(iii) Zum Erhalt der Entropielösung muss man zwei Stoßwellen einführen.

Begründen Sie Ihre Antworten.

b) Sei Ω :=
{

(x, y)T ∈ R2 : x2 + y2 < 9
}

und u die Lösung der Randwertaufgabe

∆u(x, y) = 0 in Ω , u(x, y) = 2 auf ∂Ω.

Bestimmen Sie den Wert von u im Ursprung.

Lösung:

a) (i) Die Aussage ist falsch. Erst die Entropiebedingung sorgt für die Eindeutigkeit.

(ii) Die Aussage ist wahr. Man führt zwei Verdünnungswellen ein, die sich nicht in
die Quere kommen.

(iii) Falsch: siehe ii).

Begründen Sie Ihre Antworten.

b) Aus dem Mittelwertsatz folgt u(0, 0) = 2.


