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Name:

Vorname:

Matr.-Nr.:

Studiengang: AIW CI ET GES IIW MB MTB SB
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offizielle Zulassung vor Beginn der Prüfung ergibt.
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Aufgabe 1: [6 + 3 Punkte]

a) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut + 4t ux = 3 , x ∈ R, t ∈ R+,

u(x, 0) = sin(2x) x ∈ R .

(i) Stellen Sie zunächst die charakteristischen Differentialgleichungen auf und lösen
Sie diese.

(ii) Berechnen Sie die Lösung der Anfangswertaufgabe für u(x, t).

b) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut + (u+ 1)2 ux = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) = cos(x) x ∈ R .

(i) Sind die Charakteristiken Geraden? Begründen Sie Ihre Antwort.

(ii) Geben Sie eine Gleichung für die Charakteristik durch den Punkt (π, 0) an.

Lösung:

a) (i) Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
dx
dt

= 4t =⇒ dx = 4tdt =⇒ x = 2t2 + C1 [1 Punkt]
du
dt

= 3 =⇒ du = 3dt =⇒ u = 3t+ C2 [1 Punkt]

(ii) Mit C1 = x− 2t2 und C2 = u− 3t machen wir den Ansatz
C2 = f(C1) [1 Punkt]

und erhalten

u− 3t = f(x− 2t2)

und damit die allgemeine Lösung: u(x, t) = 3t+ f(x− 2t2). [1 Punkt]

Die Anfangsbedingung verlangt:

u(x, 0) = 0 + f(x− 0) = f(x)
!

= sin(2x) . [1 Punkt]

u(x, t) = 3t + sin(2x− 4t2). [1 Punkt]

b) (i) Für die Charakteristiken erhält man, einerseits
du
dt

= 0 =⇒ u ist also konstant entlang der Charakteristiken. [1 Punkt]

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung dx
dt

= (u+ 1)2 .

Die Steigung der Charakteristiken ist also konstant. Es handelt sich um Geraden.
[1 Punkt]

(ii) Die Charakteristik durch den Punkt (π, 0) ist eine Gerade (x(t), t) durch (π, 0)
mit

ẋ(t) = (u(π, 0) + 1)2 = (cos(π) + 1)2 = (−1 + 1)2 = 0 , also die Gerade x = π .
[1 Punkt]
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Aufgabe 2: [3 Punkte]

Gegeben sei die Differentialgleichung

3uxx + 8uxt − 3utt = 0 für x ∈ R, t > 0

a) Bestimmen Sie den Typ der Differentialgleichung (elliptisch, hyperbolisch oder para-
bolisch).

b) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf Diagonalform α · ũηη + β · ũττ = 0.

Lösung:
3uxx + 8uxt − 3utt = 0 für x ∈ R, t > 0 .

a) [1 Punkt] Aus

A =

(
3 4
4 −3

)
=⇒ det(A) = −9− 16 < 0

folgt, dass es sich um eine hyperbolische Differentialgleichung handelt.

b) Eigenwerte von A: [1 Punkt]

(3− λ)(−3− λ)− 16 = 0 =⇒ λ2 − 25 = 0 =⇒ λ1,2 = ∓5 .

Als Diagonalform erhält man also [1 Punkt]

−5ũηη + 5ũττ = 0
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Aufgabe 3: [8 Punkte]

Bestimmen Sie die Lösung der Anfangsrandwertaufgabe

ut − uxx = sin(πx), 0 < x < 2 , t ∈ R+ ,

u(x, 0) = 5 sin(πx) 0 ≤ x ≤ 2,

u(0, t) = 0 t ∈ R+,

u(2, t) = 0 t ∈ R+.

Lösung:

Ansatz u(x, t) =
∞∑
k=1

ak(t) sin(
kπ

L
x).

Wobei hier L = 2 ist.

Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung ergibt

∞∑
k=1

(
ȧk(t) +

k2π2

22
ak(t)

)
sin(

kπ

2
x)

!
= sin(πx). [1 Punkt]

Koeffizientenvergleich ergibt:

ȧk(t) + k2π2

4
ak(t) = 0 , ∀k 6= 2 [1 Punkt]

und(
ȧ2(t) + 22π2

4
a2(t)

)
sin(2π

2
x)

!
= sin(πx)

Also ȧ2(t) + π2 a2(t)
!

= 1. [1 Punkt]

Die Anfangsdaten liefern

u(x, 0) =
∞∑
k=1

ak(0) sin(
kπ

2
x)

!
= 5 sin(πx).

Also ak(0) = 0 , ∀k 6= 2 und a2(0) = 5. [1 Punkt]

Für k 6= 2 erhalten wir die Anfangswertaufgabe

ȧk(t) + k2π2

L2 ak(t) = 0, ak(0) = 0

mit der Lösung ak ≡ 0. [1 Punkt]

Für k = 2:

ȧ2(t) + π2a2(t) = 1, a2(0) = 5

Die homogene Differentialgleichung ȧ2h + π2 a2h(t)
!

= 0

liefert die allgemeine Lösung a2h(t) = γe−π
2t. [1 Punkt]
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Mit einem konstanten Ansatz erhalten wir noch die partikuläre Lösung a2p(t) = 1
π2 .

Alternativ: Der Ansatz a2p(t) = γ(t)e−π
2t liefert eingesetzt in die Differentialgleichung

γ̇(t)e−π
2t !

= 1 =⇒ γ̇(t) = eπ
2t =⇒ γ(t) = 1

π2 e
π2t =⇒ a2p(t) = 1

π2 .

Die Anfangsbedingung liefert dann γe0 + 1
π2

!
= 5 =⇒ γ = 5− 1

π2 . [1 Punkt]

Die Lösung der PDE ist also:

u(x, t) =

((
5− 1

π2

)
e−π

2t +
1

π2

)
sin(πx). [1 Punkt]
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Aufgabe 4) [2+2 Punkte]

a) Wie lautet die Sprungbedingung für die schwache Lösung von

ut + (u3)x = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) =

{
4 für x ≤ 0,

2 für x > 0 ?

b) Es seien ũ und û Lösungen der folgenden Randwertaufgabe für u(x, t):

ut − uxx = 1, x ∈ (0, π), t ∈ R+,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R+.
(1)

Ist dann auch ũ+ û eine Lösung des Randwertproblems (1)?
Begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung:

a) Mit f(u) = u3 lautet die Sprungbedigung für eine Stoßfront:

ṡ(t) =
f(ul)− f(ur)

ul − ur
=

43 − 23

4− 2
= 2 · 16− 4 = 28. [2 Punkte]

b) Nein. Die Differentialgleichung ist zwar linear aber nicht homogen. Für v := ũ + û
erhält man

vt − vxx = 1 + 1 6= 1.


