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Aufgabe 1: [6 + 3 Punkte]

a) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe fir u(z, t):
ug + 4tu, = 3, reR, teRT,
u(z,0) = sin(2z) r eR.

(i) Stellen Sie zunéchst die charakteristischen Differentialgleichungen auf und 19sen
Sie diese.

(ii) Berechnen Sie die Lésung der Anfangswertaufgabe fiir u(z,t).
b) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe fiir u(z,t):
u + (u+1)*u, =0, reR, teRT
u(z,0) = cos(z) r eR.

(i) Sind die Charakteristiken Geraden? Begriinden Sie Ihre Antwort.
(ii) Geben Sie eine Gleichung fiir die Charakteristik durch den Punkt (7,0) an.

Losung:

a) (i) Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:

b — At = do = 4tdt = =21+ C; [1 Punkt]

du — 3 = du = 3dt = u = 3t+ Cy [1 Punkt]
(i) Mit C; = x — 2t*> und Cy = u — 3t machen wir den Ansatz

Cy = f(Cy) [1 Punkt]

und erhalten

u—3t = f(x —2t%)

und damit die allgemeine Losung: u(x,t) = 3t + f(z — 2¢*).  [1 Punkt]

Die Anfangsbedingung verlangt:

w(x,0) = 0+ f(z —0) = f(z) = sin(2z). [1 Punkt]

u(z,t) = 3t + sin(2x — 4t?).  [1 Punkt]

b) (i) Fiir die Charakteristiken erhélt man, einerseits

du — () = u ist also konstant entlang der Charakteristiken. [1 Punkt]

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung L — (u+1)2.

Die Steigung der Charakteristiken ist also konstant. Es handelt sich um Geraden.
[1 Punkt]

(ii)) Die Charakteristik durch den Punkt (7,0) ist eine Gerade (x(t),t) durch (m,0)
mit
i(t) = (u(m,0) +1)% = (cos(m) + 1) = (=1+1)? = 0, also die Gerade z = .
[1 Punkt]
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Aufgabe 2: [3 Punkte]

Gegeben sei die Differentialgleichung

BUgy + 8y — 3uyy = 0 firx e Rt >0

a) Bestimmen Sie den Typ der Differentialgleichung (elliptisch, hyperbolisch oder para-
bolisch).

b) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf Diagonalform « - @, + 8 - i,, = 0.

Losung:
BUgy + Sz —3uy = 0 firx e Rt > 0.

a) [1 Punkt] Aus

A= (i _43> — det(A) = —9— 16 < 0

folgt, dass es sich um eine hyperbolische Differentialgleichung handelt.
b) Eigenwerte von A: [1 Punkt]
(3=A)(=3-A)—16=0 => A2 —25=0=> A\ = F5.
Als Diagonalform erhélt man also [1 Punkt]

— By + 5ityr = 0
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Aufgabe 3: [8 Punkte]

Bestimmen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe

U — Uy = sin(mx), 0<z<2,teR",
u(z,0) = bsin(mx) 0<x<2

u(0,t) = 0 t € RT,

u(2,t) =0 t e R,

Losung:
= . kT
Ansatz u(z,t) = Z ag(t) sin(—=x).

Wobei hier L = 2 ist.

Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung ergibt

Z (dk(t) + il ak(t)) Sin(%rx) = sin(mx). [1 Punkt]

92
k=1

Koeffizientenvergleich ergibt:

ar(t) + B ap(t) = 0,  Vk#2 [1 Punkt]
und

(dg(t) + # &2(t)> sin(%x) = sin(7z)

Also as(t) + 72 an(t) = 1. [1 Punkt]

Die Anfangsdaten liefern

= k
u(z,0) = ; ai(0) sin(%x) = 5sin(mz).
Also ax(0) = 0, Vk # 2 und as(0) = 5. [1 Punkt]

Fiir k # 2 erhalten wir die Anfangswertaufgabe

ar(t) + B a,(t) = 0, ax(0) =0

mit der Losung a; = 0. [1 Punkt]

Fir k = 2:

ao(t) + m2as(t) =1, ax(0) =5

Die homogene Differentialgleichung Gop + T2 agn(t) =0

liefert die allgemeine Losung agp(t) = ve ™ . [1 Punkt]
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Mit einem konstanten Ansatz erhalten wir noch die partikuldre Losung ag,(t) = #

Alternativ: Der Ansatz agy(t) = v(t)e*“% liefert eingesetzt in die Differentialgleichung

WH)e™ =1 = 4(1) = ™ = (1) = HeT = ag(t) = L.

Die Anfangsbedingung liefert dann  ve® + # L5 = y=>5— 7%2 [1 Punkt]
Die Losung der PDE ist also:

T2

w(,t) = ((5— i) e 4 %) sin(rz).  [1 Punkt]
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Aufgabe 4) [242 Punkte]

a) Wie lautet die Sprungbedingung fiir die schwache Losung von
uy + (u?), = 0, reR, teR"

4 i <0
u(z,0) = { mE=Y

2 firxz>07

b) Es seien ¢ und @ Losungen der folgenden Randwertaufgabe fir u(x,t):

Ut — Ugy = ]-7 ZL‘G(O,?T),tER+,
u(0,t) = u(m,t) =0, teR".

Ist dann auch @ + @ eine Losung des Randwertproblems (1)?
Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung:

a) Mit f(u) = w? lautet die Sprungbedigung fiir eine StoBfront:

$(t) = f(u;) —i(ur) _ 45;_23 = 2.16—4 = 28. [2 Punkte]
I — UWUp -

g3

b) Nein. Die Differentialgleichung ist zwar linear aber nicht homogen. Fir v := @ +
erhalt man

Vg — Upe = 1+1 #£ 1.



