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Aufgabe 1:

a) Sei u die Lösung der Randwertaufgabe

∆u = −1 |x| < 1, |y| < 1,
u(x, y) = 0 |x| = 1 oder |y| = 1

und v(x, y) = u(x, y) +
1

4
(x2 + y2) .

Zeigen Sie, dass v(x, y) die Laplace-Gleichung löst, und bestimmen Sie eine obere und
eine untere Schranke für u(0, 0) .

b) Sei u(x, y) eine Lösung der folgenden Randwertaufgabe:

∆u = 0, in Ω := ]0, 2[× ]0, 1[

u(x, y) = 3x2 auf ∂Ω .

Entscheiden Sie, ohne u zu berechnen, für jede der folgenden Aussagen, ob sie zutref-
fend ist. Begründen Sie Ihre Antworten.

• Es gilt max(x,y)∈Ω̄ u(x, y) = 2 .

• Es gilt min(x,y)∈Ω̄ u(x, y) = 0 .

• u(x, y) = 3x2 − 3y2 ist eine Lösung der Randwertaufgabe.

Aufgabe 2:

a) Bestimmen Sie alle rotationssymmetrischen Lösungen der folgenden Randwertaufgabe

∆u = − 1√
x2 + y2

für 1 < x2 + y2 < 9,

u(x, y) = 1 auf x2 + y2 = 1,

u(x, y) = 2 auf x2 + y2 = 9.

Hinweise: Die Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten lautet urr + 1
r
ur + 1

r2
uϕϕ = 0 .

Rotationssymmetrisch heißt unabhänging von φ
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b) Bestimmen Sie eine Lösung der folgenden Aufgabe

∆u = 0 für 0 ≤ x2 + y2 ≤ 9,

u(x, y) =
x

9
(x− y) auf x2 + y2 = 9 .

Hinweise: Verwenden Sie Polarkoordinaten und einen geeigneten Produktansatz! Die
Lösung ist NICHT rotationssymmetrisch!

cos(2φ) = 2 cos2(φ)− 1, sin(2φ) = 2 sin(φ) cos(φ) .

Verwenden Sie zur Lösung einer Differentialgleichung der Form
r2v′′(r) + αrv′(r)− βv(r) = 0 mit β 6= 0
den Ansatz v(r) = rm .
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