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Aufgabe 1:

Ein einfaches Verkehrsflussmodell:

Wir betrachten einen eindimensionalen Fluss von Fahrzeugen entlang einer unendlich lan-
gen, einspurigen Fahrbahn. In einem sogenannten makroskopischen Modell betrachtet man
nicht einzelne Fahrzeuge, sondern den Gesamtfluss der Fahrzeuge. Dazu führen wir folgende
Größen ein :

u(x, t) = (Längen-)Dichte der Fahrzeuge (Fahrzeuge/Längeneinheit) im Punkt x zum
Zeitpunkt t ,

v(x, t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt t ,

q(x, t) = Fluss = Anzahl Fahrzeuge, die x zum Zeitpunkt t pro Zeiteinheit passieren
= u(x, t) · v(x, t) .

a) Nehmen Sie an, dass es keine Ein– bzw. Ausfahrten gibt, dass keine Fahrzeuge ver-
schwinden, und dass keine neuen Fahrzeuge hinzukommen. Sei N(t, a,∆a) := Anzahl
Fahrzeuge auf einem Ortsintervall [a, a+ ∆a] zum Zeitpunkt t . Machen Sie sich klar,
dass dann einerseits

N(t, a,∆a) =

∫ a+∆a

a

u(x, t) dx

gilt und andererseits

N(t, a,∆a)−N(t0, a,∆a) =

∫ t

t0

q(a, τ)− q(a+ ∆a, τ)dτ .

Leiten Sie hieraus die sogenannte Erhaltungsgleichung für die Masse (Anzahl Fahrzeu-
ge)

ut + qx = 0

her.

Tipps zum Vorgehen: Leiten Sie beide Formeln für N nach t ab, teilen Sie durch ∆a
und betrachten Sie den Grenzfall ∆a → 0 .

b) Nehmen Sie zusätzlich an, dass die Geschwindigkeit nur von der Dichte abhängt: v =
v(u) . Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Gleichung

∂u

∂t
+
dq

du
· ∂u
∂x

= 0

die Erhaltung der Masse beschreibt.
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c) Wir nehmen nun in einem ersten einfachen Modell an, dass die Geschwindigkeit um-
gekehrt proportional zur Dichte wächst und die Dichte positiv ist.

v(x, t) = c +
k

u(x, t)

Wie lautet die Kontinuitätsgleichung (=Erhaltungsgleichung für die Masse)?

d) Lösen Sie die Aufgabe aus Teil c) mit c = 2 und u(x, 0) = e−x
2

.

Aufgabe 2: (Wiederholung DGL I)

a) Sei λ eine beliebige fest vorgegebene reelle Zahl. Bestimmen Sie eine reelle Darstellung
der allgemeinen Lösung der Differentialgleichung

y′′(t)− λ y(t) = 0 .

b) Sei L eine weitere fest vorgegebene positive reelle Zahl. Bestimmen Sie alle Lösungen
der Randwertaufgabe

y′′(t)− λ y(t) = 0 y(0) = y(L) = 0 .

Für welche λ ∈ R besitzt die Randwertaufgabe nichttriviale Lösungen (d.h. Lösungen,
die nicht konstant gleich Null sind)?

Die λ -werte, für die es nichttriviale Lösungen gibt, heißen Eigenwerte der Aufgabe.
Die zugehörigen Lösungen heißen Eigenfunktionen.

Bemerkung: Die Lösungen dieser Eigenwertaufgabe werden im Laufe des Semesters
immer wieder benötigt!

Abfgabe: 15-19.4.


