Differentialgleichungen 11

Dienstag 10.04.2018

Vorlesung 2

Kai Rothe

Sommersemester 2018

Nach einem Skript von Ingenuin Gasser S0S5e2016

Technische Universitat
Hamburg-Harburg



2 K.Rothe, Differentialgleichungen II, Vorlesung 2

Methode der Charakteristiken

Man betrachte die quasilineare partielle Differentialglei-
chung 1. Ordnung mit & = (21, ..., 2,)"

n

Zai(m,u)uxi =b(x,u), x=clR".

1=1

Eine Losung kann durch die Charakteristikenme-
thode berechnet werden, wobei zunéachst der lineare
homogene Fall betrachtet wird.

Definition
Das autonome System gewohnlicher Differentialgleichun-
gen mit a = (ay,...,a,)’

heifl das charakteristische Differentialgleichungs-
system einer linearen homogenen partiellen Differen-
tialgleichung

n

Zai(a:)uxi =0, xelR".

1=1
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Am Beispiel n = 2 rechnen wir nach, dass genau die
Niveaulinie von u das charakteristische Differentialglei-
chungssystem erfiillen.

Fiir die Hohenlinien (z(t), y(t))! der Losung u(z, y) der
Differentialgleichung erhélt man:

w(z(t), y(t) = ¢ B du, +gu, =0

& AUy + aguy, = 0.

Auf den Grundcharakteristiken ist die Losung u der ho-
mogenen linearen Differentialgleichung also konstant.
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Beispiel: Geradengleichung bei konstanten a; und as
I‘(t) ay ZL'(t) C1 a1
. = = = +1
() = ()= G )= (2) ++(2)

Eliminiert man den Parameter ¢, so erhalt man die all-
gemeine Losung der homogenen linearen Differential-
gleichung:

r —C r —C
a1 a1

r=ait+c = t=

+ C

= a1y = @T —asc; +aicy; = ay — ax = C
_C

Damit 10st die Funktion
9(33; y) = a1y — axx

die Differentialgleichung, denn sie ist auf den Grund-
charkteristiken konstant.

Die allgemeine Losung u erhat man dann mit einer be-
liebigen stetig differenzierbaren Funktion ¢

u(@,y) = play —ax) (= (C) = konst ).
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Beispiel: Man berechne die allgemeine Losung von

T, + yu, + (27 + y*)u, = 0.

charakteristisches Differentialgleichungssystem

x x
gy | = Y
z :C2+y2

allgemeine Losung des charakteristisches Differential-
gleichungssystems

i(t) =2(t) = 2(t) = c1e’

y(t) = y(t) = y(t) = e’

it)=2°(t) + y*(t) = e + e’ =
z(t) cie!

y(t) | = coel
2(t) %(C% +c3)e?t + k
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Elimination von ¢
€T €T Yy Co

lLrz=ce = e=—=>y=cp— = >=—"=c¢
C1 C1 X C1
Damit 16st ¢(x,y, z) = 7 die Differentialgleichung.
x
Probe:
1
re+ye, P +yt)e, = —x%—l—y;—l—(:pZ—I—yQ)oO = 0.
Lo oy o Lo 9
2.z:§(61+02)e —|-]€:§<ZE +y°) + k
1
Damit 16st d(x,y,2) == 2z — 5(:1;2 + %) = k die
Differentialgleichung.
Probe:

vd,+yd,+(2*+y°)d, = z-(—x)+y (—y)+(x*+y*)-1 = 0.

Die allgemeine Losung w erhat man dann mit einer
beliebigen stetig differenzierbaren Funktion ¢

1

u(xz,y,z) =@ (%, z — 5(:1:2 + y2)> (= ¢(c, k) = konst).
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Phasendifferentialgleichungen

Eine Vereinfachung der Elimination des Parameters ¢
der Charakteristiken erhélt man durch eine spezielle
Form der charakteristischen Differentialgleichungen.
Diese ergibt sich, wenn man die Differentialgleichung
durch einen Koeflizienten a; # 0 teilt.

0
a1Uy + agty, + azu, = 0 ag) ux+a uy+ = (
1 1

charakteristische Differentialgleichungen:

. 1
X
gyl =1 & = z(t)=t+c
z ag
al
d

Man erhilt also < = und mit der Parameterverschie-
bung ¢y = 0 sogar x = t.

Es verbleiben die Phasendifferentialgleichungen:

(%) B () |

al
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Quasilineare inhomogene Differentialgleichun-
gen

Die Methode der Charakteristiken lasst sich iibertragen
auf Gleichungen der Form

n

Zai(a},u)u% =b(x,u), zelR".

1=1

Dazu betrachte man das erweiterte lineare homogene
Problem

n

Z ai(x,w)U,, + b(x,v)U, =0, ze€lR"

1=1

in der unbekannte Funktion U = U(a, u), in den (n+1)
unabhangigen Variablen & und w.

Dann gilt:
[st U(x, u) eine Losung des erweiterten linearen homo-
genen Problems mit U, # 0, so ist durch

Ulx,u) =0

implizit eine Losung v = u(x) des quasilinearen inho-
mogenen Ausgangsproblem gegeben.
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Beweis
Ist U, # 0, so lasst sich die Gleichung U(x, u) = 0 nach
dem Satz iiber implizite Funktionen nach u auflosen.

Differenziert man U(ax,u) = 0 nach x;, so erhélt man

Uy, + Uy, =0 = U, = —-Uyuy, .

Setzt man U,, in das erweiterte Problem ein, so erhalt
man

n

0 =Y a(x u)ls, + bz, u)U,

= Z ai(x,u)(—Uyuy,) + b(x, u)U,
= U, (— Z a;(x, u)u,, + b(x, u))

Da U, # 0 gilt, erhélt man

n n

0=—) ailw,u)us+b(x,u) < Y a;(w,u)u,, = b(x, u).

1=1 1=1
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Beispiel
Wir 16sen das zu Beginn betrachtete Beispiel fiir n = 2
mit konstanten a; und a»

iber das erweiterte lineare homogene Problem

a1U$+a2Uy+O-Uu:O.

charakteristische Differentialgleichungen fiir U

T ay
y | =1 ao
U 0

Die ersten beiden Gleichungen ergeben nach Integration
und anschlieBendem Eliminieren von ¢ wieder

C'=a1y — asx

und die dritte Gleichung ergibt u = K . Die allgemeine
Losung lautet dann

0=Ul(x,y,u) = Plary — asx,u) .
Fiir U, # 0 lasst sich diese implizite Gleichung auflésen
nach u

u(r,y) = plary — azx) .
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Beispiel
Gesucht ist die allgemeine Losung der quasilinearen (hier
sogar speziell nur inhomogenen) Gleichung

(14 2, — (L4 gy =y — o
erweitertes lineares homogenes Problem in U
1+2)U,—1+y)U,+(y—2)U,=0.

charakteristische Differentialgleichungen fiir U

T 1+
yl=1-1-vy
U y—x

allgemeine Losung der charakteristischen Differenialglei-
chungen
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Elimination von ¢ aus der ersten und zweiten Gleichung

x+1

r=ce -1 = e = ,
C1 |

+

y=ce ' -1 = et — 7
C2

= c:=cice=(x+1)(y+1) lost die DGL in U

Elimination von t aus der dritten Gleichung
u=c3—ce ' —ciel=c3—(y+1)— (z+1)
= d =c3—2=u+x+y lost die DGL in U

implizite Losungsdarstellung mit einer stetig differen-
zierbaren Funktion &

0=U(z,y,u) =P((z+1)(y+1),u+z+vy).

implizite Gleichung auflésen nach u 4+ x + y mit einer
stetig differenzierbaren Funktion ¢

u+zr+y=p(z+1)(y+1) =

u(z,y) = —r—y+o((z+1)(y+1))
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Charakteristiken im linearen Fall:
Fiir die Differentialgleichung

CL1<£C, y)uw =+ CL2<ZC, y)uy — b([L’, y)

lauten die charakteristischen Differentialgleichungen des
erweiterten Problems in U

gilt fiir b(x, y) = 0, also im homogenen Fall, u = C'.

Im inhomogenen Fall, d.h. b(x,y) # 0, muss u die
Differentialgleichung u(t) = b(x(t), y(t)) erfiillen.

quasilineare (Gleichungen:
Fir a; = a;(x,y,u) und b = b(x,y,u) erhdlt man
zunéchst nur eine implizite Losungsdarstellung

(D<Cl<x7 Y, U), 02(x7 Y, U)) =0.

Eine Losung existiert dann gegebenentalls nur lokal.
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Anfangswertprobleme bei Gleichungen 1. Ord-
nung

In den Anwendungen tritt haufig der Fall einer Zeitva-
riablen ¢ und n Ortsvariablen auf @ = (z1,...,2,)"
auf.

Definition:

Das auf ganz IR" definierte Anfangswertproblem

w4 Y ai(x, t,u)u,, = bz, t,u), (x,t) € R" x(0,00)
=1

1=

u(x,0) = ug(x)

bezeichnet man als Cauchy-Problem.

Zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 ist fiir v also explizit
die Funktion ug(x) vorgegeben.

Losungen lassen sich dann iiber das Charakteristiken-
verfahren berechnen.
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Die Transportgleichung

w+aVu = u+ ) au,, =0, (x,t) € R" x (0,00)
i=1

u(x,0) = ug(x)

mit & = (x1,...,n,) und den Konstanten ay, ..., a, € IR.

Die charakteristischen Differentialgleichungen lauten:
tr)y=1, 2(r)=a, ... ,z,(1)=a,

mit dem Parameter 7 fiir die Charakteristiken.

Wie bei den Phasendifferentialgleichungen kann ¢ = 7
gesetzt werden und es verbleiben die Differentialglei-
chungen

Ti(t)=ay, ... ,Zu(t)=ay,
mit den in vektorieller Form geschrieben Losungen
x(t)=xp+a-t
und der Anfangsbedingung x(0) = .

Bei den Charakteristiken handelt es sich also um Gera-
den durch o und mit Richtung a.
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Lost man die Charakteristiken
r=xy+a-t

nach dem konstanten Vektor ay auf, so erhélt man die
allgemeine Losung der Transportgleichung mit einer be-
liebigen stetig differenzierbaren Funktion ¢

u(x,t) = p(x — at) = p(xy) = konst .
Die Anfangsbedingung ergibt

up(x) = u(x,0) = p(x —a-0) = p(z)
Die Losung der Anfangswertaufgabe lautet also

u(x,t) = up(x — at) .

Interpretation der Losung:

Das gegebene Anfangsprofil ug(a) wird mit der kon-
stanten Geschwindigkeit @ € IR" weitertransportiert
ohne seine Form zu verandern.

Probe
ut(x,t) = —aVuy, Vu(x,t) = Vug = uy+aVu = 0.
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Beispiel:

Man betrachte das Cauchy Problem mit nichtkonstan-
ten Koeflizienten

up + tru, = 0, (z,t) € R x (0, 00)
u(z,0) = sin(z) .
Phasendifferentialgleichung & = tx mit x(0) = x

2

' t
:>§:t:>1n\x\:§+k:>x(t):azoe
T

t2/2 —t2/2

= Ty = x€

allgemeine Losung
u(x,t) = plze™")
Anfangsbedingung

sinz = u(z,0) = o(ze’) = p(x)

Losung der Anfangswertaufgabe

u(x,t) = sin(aze_tz/z)



