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1. Einfuhrung

Physikalische Prinzipien hinter PDGLn

Erhaltungsprinzip Variationsprinzip
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PP . Grundlegende Definition
Kontinuitédtsgleichung Definiton: (Partelie Dilrntsigechung)
Eme Gleichung baw. en Gleichungssystem der Form
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Tritt eine der particllen Ableitungen p-ter Ordnung (55 % ;- ) explizit auf, so
spricht man von einer PDG der Ordaung
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Physikalische Prinzipien hinter PDGLn

Erhaltungsprinzip

Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Erhaltung) her!

Variationsprinzip
Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Minimierung) her!

Membran = Minimalflache
Minimierungsproblem: Minimiere Beugungsenergie

Masse M im Kontrollvolumen V

M:/Vp(x) dx

J= / V1 + 802 + 8pyu? diryday = min
Q

ulpo = o



Grundlegende Definition

Definition: (Partielle Differentialgleichung)
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

p p p
F(x,u(x), du du oPu O0Pu 8u)20

ory’  Oxp, ~ OPxy OP~lx10x9’  OPmy,

fur eine gesuchte Funktion u : D — R™, D C R", heit ein System partieller
Differentialgleichungen (PDG oder PDE) fiir die m Funktionen wuq(x), .. ., %, (X).

Tritt eine der partiellen Ableitungen p-ter Ordnung (6,,13:1‘9.7‘52%%) explizit auf, so
spricht man von einer PDG der Ordnung p.

Bemerkung: In Anwendungen treten typischerweise
(Systeme von) PDG erster und zweiter Ordnung auf.



Kontinuitatsgleichung

Kontinuitatsgleichung: Flussfunktion:
e Seinun p(x. {) die Massendichte einer physikalischen GroBe (z.B. Fluiddichte). e Schreibe die Kontinuititsgleichung mit Hilfe einer Flussfunktion qix, f):

e Es gelte ein Erhaltungsprinzip der Form %p(x: A+ V- qixt) =0,
e

dt -/D. plx,t) dx = 0. o Wir vermeiden zwei unbekannte GroBen p und q in einer Gleichung durch

) (x,t) = qlp(x.t), Vplx.t),...0.
e Nach Reynoldschem Transportsatz gilt dann: A5 = AA A '

« Beispiel: Der Fluss q ist proportional zur Dichte p, also

[a N
/ ‘ pr-(pv)] (x,1) dx = 0.
I, Lt n

q(x.t) —a-p(x,t), aeR"
e Da D, C " beliebige Teilmenge, gilt die PDG (Kontinuitatsgleichung): o Dann erhalten wir die (Transportgleichung):

atp(xJJ + ¥ (pv)ix,t) =0. flpljx,f] +a Vp(x, ) =0.

o
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Kontinuitatsgleichung:
e Seinun p(x,t) die Massendichte einer physikalischen GroBe (z.B. Fluiddichte).

e Es gelte ein Erhaltungsprinzip der Form

d »
— t) dx = 0.

e Nach Reynoldschem Transportsatz gilt dann:
0
/ [—p +V. (pv)] (x,t) dx = 0.
p, LOt
e Da D; C R"™ beliebige Teilmenge, gilt die PDG (Kontinuitatsgleichung):

%p(x, t)+ V- (pv)(x,t) =0.




Flussfunktion:

e Schreibe die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe einer Flussfunktion q(x, t):

ap(x’t) + V. Q(X,t) =0.

e Wir vermeiden zwei unbekannte GroBen p und q in einer Gleichung durch
a(x,t) = a(p(x,t), Vp(x,1),...).
e Beispiel: Der Fluss q ist proportional zur Dichte p, also
qa(x,t) = a-p(x,t), aecR".

e Dann erhalten wir die (Transportgleichung):

%P(X, t)+a-Vp(x,t) =0.




Lon [degree]

100 110 120
I

| | | 1 11 | L1 [ (1 1 1 i J 1 .[ | I I S R 1 |

ash concentration [kg/m” ]

1,000e-01 0,325 0,55 0,775 1,000e+00

Time: (),00 h lﬁlllllllllll“_lllllllll|




2. Charakteristiken-
Methode

Definition: Das autonome System gewdhnlicher Differentialgleichungen

x(t) = a(x(t))
heiBt das charakteristische Differentialgleichungssystem einer
homogenen linearen PDE

n
3 ai(x)ur, =0, x eR"
i=1

Belsplel: Vi batracrten de FOE n dre Variablen

et o= (F = 3%, =0

Definition: Das auf ganz R" definierte Anfangswertproblem FemensrskiscsteEhe Sy e cann

up 4 VS aj(x, 1, u)uy, = b(x,t.u) iNR"™ x (0,00) v=r
=1 B
u= |',0 auf R™ x {t =0}
bezeichnet man als ein Cauchy-Problem.




Definition: Das autonome System gewohnlicher Differentialgleichungen

x(t) = a(x(t))

heil3t das charakteristische Differentialgleichungssystem einer
homogenen linearen PDE
n
Y ai(x)uz; =0, x € R"
i=1



Beispiel: Wir betrachten die PDE in drei Variablen

rugz + yuy + (z° + y?)u, =0

Das charakteristische System lautet dann

r = x
y = vy
¢ = a4+ y°

und besitzt die allgemeine Losung
x(t) = cje
y(t) = coe

1
z(t) = 5(0%4'0%)6%4-03



Definition: Das auf ganz R" definierte Anfangswertproblem

(

n
ut + Y ai(x,t,u)ug, = b(x,t,u) inR"™ x (0, 00)
1=1

U= ug auf R"™ x {t = 0}

bezeichnet man als ein Cauchy—Problem.



3. Erhaltungs-
gleichungen

Delsphel: (Bugers Gleichung)
Di Burgers Giechurg ist gegesen durch de Mhzsfurkton () — % baw. durch

Definition: (schwache Losung)

Eine Funktion u € L*™(R x [0, 2c|) heiBt Integrallosung oder schwache Lésung der

N~ [T

L o R % (1= 0} Erhaltungsgleichung ue + f(u)- = 0, falls fir alle Testfunktionen v gilt:

/ j (mr.-/m;n-,w.v.a-/ volx)wix, 0) dr = 0.
b 1 .

* Dis Losung b2 gegeben duch (¢} — ro + fuslxc).

o Falks v, gegeben ist curch

sann entmichsdt 7it] fi

-

Singulyr i

* Lire sazseche Losung der Burgers

» Dis sl Lisueg latet fir t ¢ [0,1]

Dafinition (Stasslle 6.y
Eins Stodwelenléeung « ist sire sthvache Lisung cer Erhaltunsssieichuns Das
Arfangaan poh em

wenn zine Stobfront 2 —

mit Speanghahe

[543 = whaiey®, 8 — sf

hei%: SicBreschwincighes

Satz: (Rankine Hugeniot Bedingung)

Ist & = alt} cie SoBiront einer Stobwellenlosung von s, + f{u). = 0, so gilt fur

vie StoBgeschwindigheit £{() die Rankine-Hugoniot Bedingung

[l

i




Beispiel: (Burgers Gleichung)

Die Burgers Gleichung ist gegeben durch die Flussfunktion f(u)

das Cauchy-Problem
ug +uuy = 0 in Rx]0, oo
u= wuy  auf Rx {t=0}
e Die Losung ist gegeben durch u(t) = xg + tug(zo).

Falls uo gegeben ist durch

[ J
1 @ <0
u(z) =¢ 1—z : 0<z<l1
0 : z>1

dann entwickelt z(t) fur ¢ — 1 eine Singularitat.

]
e Die lokale Losung lautet fiir t € [0, 1[:
1 @ <1
u(z,t)=4 o8 : 0<t<z<1

0 : =z>1

"2—2, bzw. durch

t=>1

Eine klassische Losung der Burgers Gleichung existiert nur lokal fir 0 <t < 1.



Definition: (schwache Losung)
Eine Funktion u € L°°(R x [0, 00]) heiBt Integrallosung oder schwache Losung der
Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0, falls fiir alle Testfunktionen v gilt:

/Ooo /_o;(uvt + f(u)vg) dzdt + /_Z up(z)v(z,0) dz = 0.



Definition: (StoBwellenlosung)
Eine StoBwellenlosung u ist eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung Das
Anfangswertproblem

wenn eine StoBfront z = s(t), s € C! existiert, so dass u jeweils fir z < s(t) und
x > s(t) eine klassische Losung der PGD ist und u bei x = s(t) ein Sprungstelle
mit Sprunghohe

[u](t) = u(s(®)™,t) —u(s(t) ", ¢)

besitzt. $(t) heiBt StoBgeschwindigkeit.



Satz: (Rankine-Hugoniot Bedingung)
Ist z = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlosung von u; + f(u), = 0, so gilt fir
die StoBgeschwindigkeit $(¢) die Rankine-Hugoniot Bedingung

] flu(s(®)™,t) — flu(s(®)™,1))
t)=,t

§ = =—

ol u(s(t)7, ) —u(s(t) ¢



4. Entropie-
Bedingung

Satz: (Verdiinnungswelle)
Sei das Riemann Problem mit der Burgers Gleichung u; + uu, = 0 in Rx|0, 00|
und u(z,t = 0) = x( gegeben. Es sei

w : <0

up(z) = { v + o >0 mit u; < Uy

Dann ist die Verdiinnungswelle gegeben durch

wo:ox< fiw)t
u(z,t) =4 g(3) = fllut <z < f'(u)t
ur x> fup)t

eine Integrallosung des Riemann Problems.

Definition: (Entropiebedingung)

Eine Integrallosung heiBt Entropielosung, falls die Losung die folgende Entropiebe-
dingung oder Lax-Oleinik-Bedingung erfiillt:

Es gibt ein C' > 0, so dass fiir alle z, 2z € B, t => 0 mit z > 0 gilt:

u(t,z+2) —ult,z) < g:.
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Satz: (Verdiinnungswelle)

Sei das Riemann Problem mit der Burgers Gleichung u; + uu, = 0 in Rx]0, oo
und u(z,t = 0) = o gegeben. Es sei

uo(x) = w s mit u; < u
7Y w, ¢ x>0 : "

Dann ist die Verdunnungswelle gegeben durch

w :ox < f(u)t
u@,t) =4 g(2) © Flu)t<z<f(u)
ur x> f(up)t

eine Integrallosung des Riemann Problems.
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Definition: (Entropiebedingung)

Eine Integrallosung heiBt Entropielosung, falls die Losung die folgende Entropiebe-
dingung oder Lax-Oleinik-Bedingung erfullt:

Es gibt ein C > 0, so dass fur alle x,z € R, £ > 0 mit 2z > 0 gilt:

u(t,z + z) —u(t,x) < %z.



5. PDGLn
zweiter Ordnung

Definition: (PDG 2. Ordnung)

Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben

durch
" n
2 iUz, + Z biug, + fu=g.
td=1
Dabei sind die Terme a,;, b, [ und g Funktionen von x = (xy,...,#

Definition: (Korrekt gestelltes Problem)
Ein korrekt gestelites Problem (auch wehigestelites Problem) besteht aus

Jefirt b

@ einer in einem Gebiet partieflen Diffe 8. und
e einem Satz von Anfangs- und/oder Randbedingungen,
0 dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

. Exstenz: Es existiert wenigstens eine Ldsung, die alle Bedingungen erfullt;

-

. Eindeutigkeit: Die Ldsung ist eindeutig;

~

Stabilitat: Die Losung hangt stetig von den Anfangs- /Randbedingungen ab

w

1. Die elliptische Laplace-Gleichung

2. Die hyperbolische Wellen-Gleichung

D (Klassifikation partieller Diffe ialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = [0, ) ;=1... .« konstant und symmetrisch)

(VTAV I+ (b e+ fu = g

Seien Ay, A die Eigenwerte der Matrix A.
1. Falls a; # U fiir alle i = 1....,n und haben alie A; gleiches Vorzeichen, so

heiBt die Gleichung ell ptisch,

2. Falls A, # Ofiiralles = 1,....% und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
als die ubrigen » — 1 Eigenwerte, so heifit die Gleichung hyperbolisch

3. Gilt Ac = 0 fiir mindestens ein & = {1,.... n}, so helBt die Gleichung
parabolisch.

0

e = A =D,

3. Die parabolische Warmeleitungs-Gleichung

= Au.
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Definition: (PDG 2. Ordnung)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben
durch

n n
E QijUg,;z; + E biug, + fu=g.
i,j=1 i=1

Dabei sind die Terme a;;, b;, f und g Funktionen von x = (z1,...,2,)".



Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (ai;); j=1...n konstant und symmetrisch)

(VITAV)u + (b"'V)u + fu=g.
Seien \q,...,\, die Eigenwerte der Matrix A.

1. Falls \; # 0 fur alle 2 = 1,...,n und haben alle \; gleiches Vorzeichen, so
heiBt die Gleichung elliptisch.

2. Falls \; # 0 furallei =1,...,n und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
als die ubrigen n — 1 Eigenwerte, so heiBt die Gleichung hyperbolisch.

3. Gilt \x = 0 fir mindestens ein k € {1,...,n}, so heiBt die Gleichung
parabolisch.



1. Die elliptische Laplace-Gleichung

Au = 0.

2. Die hyperbolische Wellen-Gleichung

Ut — Au = 0.

3. Die parabolische Warmeleitungs-Gleichung

Uy — Au.



Definition: (Korrekt gestelltes Problem)
Ein korrekt gestelltes Problem (auch wohlgestelltes Problem) besteht aus

e einer in einem Gebiet definierten partiellen Differentialgleichung, und
e einem Satz von Anfangs- und/oder Randbedingungen,
so dass die folgenden Eigenschaften erfullt sind:
1. Existenz: Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfullt;
2. Eindeutigkeit: Die Losung ist eindeutig;

3. Stabilitat: Die Losung hangt stetig von den Anfangs-/Randbedingungen ab



6. Laplace-
Gleichung

Definition: (Laplace- und Poisson-Gleichung)
Sei u € C*(R") eine zweimal stetig diff'bare Funktion, x € D ¢ R" offen,
1 = u(x). Dann ist die Laplace-Gleichung gegeben durch

Die Poisson-Gleichung ist gegeben durch

Au=0.

Au=f

mit vorgegebener rechter Seite f = f(x).

Definition: {Greensche Funktion)
Sei (7 B offen und $*(y]) die Losung des Dirichlet-Problems

AP = in U
P Py x) auf 2L

Dann st die Greensche FunkUon G aul 17 gegeben durch

Cixy)l- @y x] ®iy) xy<lix/
Satz {Lasung des Dirichlet-Proklems der Poisson-Glechung)
Sei w € C*(L7} eine Lésung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann

lasst sich w in der Farm

/ in2E
.«pq‘)'(

n
J und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-

[x,y:ui.‘a‘iyjl+/ WGy} dy ixeU)
s

ul

darstellen.
Prablems.

Definition: {Fundamentallasung der Laplace-Gleichung)
Die Funktion @(x}, x € &", x # U, definiert durch

Bix) = {

heiBt Fundamentallésung der Laplace-Gleichung.

2 log |l
T

win Hain)

Satz: (Darstellung der Lasung der Poisson-Gleichung)
Eine Losung der Poisson-Gleichung
~Au—=f inR"

ist gegeben durch

uix) = [ Bix-y)fiy) dy.

Ist u € C3(U) harmonisch, dann gilt fiir jede Kugel

Satz: (M t-E haft her Funk
Sei U € R" eine offene Menge.
Bix,r)cuU

..m=]1 uus=][ u dy.
dBixs) Bixs)

—Au

w

t der Randwertaufgabe)
'). Dann existiert hachstens
| des Randwertproblems

Foint
g auf Al
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Definition: (Laplace- und Poisson-Gleichung)
Sei u € C?(R™) eine zweimal stetig diff'bare Funktion, x € D C R" offen,
u = u(x). Dann ist die Laplace-Gleichung gegeben durch

Au = 0.
Die Poisson-Gleichung ist gegeben durch
—Au=f

mit vorgegebener rechter Seite f = f(x).



Definition: (Fundamentallosung der Laplace-Gleichung)
Die Funktion ®(x), x € R", x # 0, definiert durch

— 35, log ||z (n=1)
d(x) = 27 .
x) { n(n—%)a(n)”x”2 (n > 3)

heiBt Fundamentallosung der Laplace-Gleichung.

Satz: (Darstellung der Losung der Poisson-Gleichung)
Eine Losung der Poisson-Gleichung

—Au=f inR"

ist gegeben durch
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Satz: (Mittelwert-Eigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei U C R" eine offene Menge. Ist u € C*(U) harmonisch, dann gilt fiir jede Kugel

Bx,r)cU
u(x)=][ udS=][ udy.
0B(x,r) B(x,r)

Satz: (Eindeutige Losbarkeit der Randwertaufgabe)
Sei g € C(OU) und f € C(U). Dann existiert hochstens
eine Losung u € C*(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au = f inU
u = g auf OU.



Definition: (Greensche Funktion)
Sei U C R"™ offen und ®*(y) die Losung des Dirichlet-Problems

APT = in U
¢* = P(y —x) auf OU.

Dann ist die Greensche Funktion G auf U gegeben durch

Gxy) =2y —x)-2%(y) xyeUx#y.

Satz: (Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung)
Sei u € C?(U) eine Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann
lasst sich w in der Form

ux) = [ o) 5 ) dSE) + [ IIGY) dy (xe V)

darstellen. f und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-
Problems.



7. Greensche
Funktion

Definition: (Poissonkern)

Die Funktion
2r, 1

na(n) |x —y|*’

K(x,y):=

mit x € R, y € 9R". heiBt Poissonkern von R’;.

Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in R}
u=g auf ORY ={x=(z1,...,2,)" : 2, =0}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

u(x) = 21‘"‘ giy) -
na(n) | oR? |x —y|

dy.

Definition: (Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung) Die Funktion

1 'L_‘[Ll n
O(x,t) := { @t (x €R7,>0)
0 (x e R*,t <0)

heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Bemerkungen: (Losung fiir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x, t) lasst sich fur das Cauchy-Problem

u—Au=0 in R"x]0,00]
u=g auf R"x {0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:

u(x,t) = /i"‘b(x—y,')ﬂ(y)dy
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Definition: (Poissonkern)
Die Funktion
2T, 1

K =
) () Ty

mit x € R, y € OR" heiBt Poissonkern von R .

Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in R?
u=g¢g auf BR:t:{x:(xl,...,xn)T::I:n=0}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

w(x) — 2Ty, g()’)
() /6 dy

na(n) Jon x—yl*

Definition: (Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung) Die Funktion



na(n) /8R1 x —y|

u(x) = ay.

Definition: (Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung) Die Funktion

1 =2
R’n
O(x,t) := { (@nt)s v (xeR%L1>0)
0 (x e R™,t < 0)

heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Bemerkungen: (Losung fiir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x,%) lasst sich fiir das Cauchy-Problem

ug —Au=0 in R"x]0,00]
u=g auf R"x {0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:

uxt) = [ BGc-y.0g(y) dy



8. Warmeleitungs-
nd Wellengleichung

Das inhomogene Anfangswertproblem mit inhomogenen Anfangsbedingungen

u—Au =f in ™ x]0, oo
u{x,0) =g(x) auf R" x {t=0}

besitzt die Losung

u(x, t) :/

O(x — y.t)gly) dy + /U /ﬁ O(x .t~ )f(y.) dyds.

Satz: [Farmel van d'Alembre)
Eine Lésung des eirdimensionalen Anfangseerteroblens Satz: (Mittel igenschaft der War i leichung)
Ist w & CE(T7) eine Losung der Wiirmeleilungsgleichung, so gilt

e —Uer =0 InBx [0, x,
w=go =k aufl Bx{L

alx. 1)
mit g, grErheae Antangshed nzngen, ist gegebrn durch dic | comel won d Alembert: ’

i

4 fiir jede Menge Fix,{;r] C 7
“':|*';f P ir jede Menge Fix, (;r) O

Satz: (Eindeutigkeit von Lésungen der Wirmeleitungsgleichung)
Das Anfangsrandwertproblem

w—-Au =f inlk
u g auf I'y

auf dem beschrankten Gebiet Uy mit stetigen Funktionen f und g besitzt maximal
eine Lasung u € C§(Ur) N C{UT)
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Das inhomogene Anfangswertproblem mit inhomogenen Anfangsbedingungen

{ uy — Au = f in R™x]0, o0
u(x,0) =g(x) auf R"™ x {t =0}

besitzt die Losung

u(x, t) = / O(x y, Holy) dy + / / O(x .t~ ) (y,s) dyds.



Satz: (Mittelwerteigenschaft der Warmeleitungsgleichung)
Ist u € C?(U;) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, so gilt

1 x —y[?
t) = dyd
U(x, ) 4rm L(x,t;’r‘) (t o 8)2 U(y, S) e

fir jede Menge E(x,t;r) C Us.

Satz: (Eindeutigkeit von Losungen der Warmeleitungsgleichung)
Das Anfangsrandwertproblem

ut—Au =f inUt
u =g auf I'p

auf dem beschrankten Gebiet Ur mit stetigen Funktionen f und g besitzt maximal
eine Losung u € C#(Ur) N C(Ur).



Satz: (Formel von d’'Alembert)
Eine Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

Ut — Uz =0 in R x [0, 00],
u=g,us =h auf R x{t=0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen, ist gegeben durch die Formel von d’Alembert:

-+t
u(z,t) = Slo(@+ 1) +glz — 1)) + / ) dy



9. Wellengleichung

Zusammenfassung: (Reflektion des Halbraumes 2_)
Eine Lésung des Anfangsrandwertproblems

=g =h auf R_x{t=0}

U Uy 0 in By x]0, 0c|
w=0 auf {x=0}x]0,oc]

ist gegeben durch

R{y) dy firz>f>0
ot

wm, t) = ilalz =) +glw— )] + 3
o ey tiuldy fur0=x <t

otz =) = pl—x+ 8] + 5,

Bemerkung: (Mittelwert dber der Sphire) Fir x € R", 1 > 0 und r > 0 definiere

Bemerkung: (Poissonsche Formel fiir # = 2) den Mittelwert von w(x, 1) iiber der Sphiire dB,(x) (oder auch dB(x,r))

Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

w, — Au=0 in&*x]0, 00| Ul i= ][ u(y.1) dS(y).
u=g, u,=h af R?x (1=0} B,
Weiter sei
lautet fiir x € R2, ¢ > 0 (Poissonsche Formel):
5 G(x;r) im f gy) dS(y)
N | gy} + 7hiy} + tDz(y) - (v — x) an,ix
wixiy=Sf Sy
= JiBix 2 |y - x| Hix,r) im ]( hiy) dS(y)
an,x0
Bemerkung: (Kirchhoffeche Formel fiir # = 3) Satz: (Euler-Poisson-Darboux Gleichung)
Die Losung des Anfangsproblems der Welleng eichung Sei x € B” fest und u eine Losung der Wellengleichung
{ u, ~ du=0 in l(“)_()l).uol g — D=0 in B"x]0, 00
w=g u=~h auf &'x(1=0) w= g, uy =l aul B x {{ =0}

lautet fiir x € B2, 1 > 0 (Kirchhofische Formel): Dann I6st U(x; 7. t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung

ulx, )= ,[ (th() + £03) + Da(y) - (v = 1) dS Q) { Ui
Janix




Zusammenfassung: (Reflektion des Halbraumes R )
Eine Losung des Anfangsrandwertproblems

Ut — Uz = 0 in Ry x]0, 0o
u=g,us =h auf Ry x {t =0}
u=0 auf {z =0}x]0,o00]

Ist gegeben durch

u(z,t) = {

g +t)+glx—t)]+1 [T hy)dy  firz>t>0
lg(x +1t) —g(—z+t)]+ 5 ”’*jth()dy firo<z<t

DN — D=



Bemerkung: (Mittelwert iiber der Sphare) Fiir x € R”, t > 0 und r > 0 definiere
den Mittelwert von u(x,t) iiber der Sphare dB,(x) (oder auch dB(x,r))

U(x;r,t) :=]l u(y,t) dS(y).
0B,(x)

Weiter sei

G(x;r)

][ g(y) dS(y)
0B, (x)

H(x,r) ]{33( )h(y) dS(y)



Satz: (Euler-Poisson-Darboux Gleichung)
Sei x € R™ fest und u eine Losung der Wellengleichung

uge — Au =0 in R"x]0, 00|
u=g, uy =h auf R™ x {t =0}

Dann lost U(x;r,t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung

Uit — Upr — 22U, =0 in Ry x]0, 00
U=G, Uy =H auf Ry x {t=0}



Bemerkung: (Kirchhoffsche Formel fiir n = 3)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R>x]0, o[
u=g, u,=h auf R’x {t=0]}

lautet fiir x € R3, t > 0 (Kirchhoffsche Formel):

u(x,t) = ]{) » )(th(y) +g(y)+ Dg(y) - (y —x)) dS(y)



Bemerkung: (Poissonsche Formel fiir n = 2)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R*x]0, oo[
u=g, u,=h auf R>x {t =0}

lautet fiir x € R?, t > 0 (Poissonsche Formel):

1 ][ tg(y) + t2h(y) + tDg(y) - (y — x) dy
9B, (x)

u(x,t) = 5 T
> — |y — x|?)2



10. Fourier-
Methode

{Algemane Apccimatin Lsing dar (D Faisscn Gleichung)
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Bemerkung: (Allgemeine Approximative Losung der 1D Poisson Gleichung)

e Sei das eindimensionale Randwertproblem gegeben:

{ T4y = f(z), O<az<l,
u(0) = u(l) = 0.

e Approximiere die rechte Seite f(x) durch eine endliche Fourier-Reihe fn(x)

fn(z) = nz}::lcn sin (nlﬂ) .
e Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich zu (n = 1,...,N)
Cp = %/Ol f(z)sin (nlﬂ) dz.
e Dann ist eine approximative Losung des Randwertproblems gegeben durch:

N
12¢, . /n7mx
'U,N(LL') = W&ln —_— .

n=



Erinnerung: (Warmeleitungsgleichung) Betrachte das Anfangsrandwertproblem der
Warmeleitungsgleichung:

Ut — Uze = flx,t)  O<x<l, 0<t<T,
u(z,0) = g(x) : 0<z <,
u(0,t) = wu(l,t) = 0 0<t<T.

Gesucht ist eine Losung in Form einer Fourier-Reihe:

i:: t) sin (mr:c) .



Periodische Randbedingungen

Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [—[, ] gegeben durch

([ wp—uzr = f(z,t) @ —l<z<l,0<t<T
w(z,0) = g(x) =l <x<l

\ w(—it) = w(lt) : 0<t<T

| uz(=1,t) = wuz(l,t) © 0<t<T

Periodische Funktionen auf dem Intervall [, [] sind

Y(x) = %, Y (x) = cos (n7lra:> . (x) = sin (’rwlr:c)

Ein Losungsansatz mit Hilfe von Fourier—Reihen ist damit

u(z, t) = ag(t) + Z (an(t) COS ( ) + bn(t) sin (nzrm))

n=1



Die Losung des Anfangsrandwertproblems

(

upp — upr = 0  0<e<,0<t<T
u(z,0) = g(x)  0<z<I
< u(xz,0) = h(x) 0<x<
w(0,t) = u(l,t) =0 : 0<t<T
Ist gegeben durch
u(x,t) = i {bn COS <Et) E @sin (Et)}sin (m)
=1 [ nm [ [

Dabei sind by, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der vorgegeben
Anfangsbedingung u(z, 0) = g(x) und d,, die entsprechenden
Koeffizienten von u;(xz,0) = h(x).



11. Numerische
Methoden fir
Elliptische Gleichung

Modellproblem

~Au=f inQ=[0,1?cR?
w=10 on 992

Finite Differenzen Finite Volumen Finite Elemente
sk, wine et Gillenes wishsveraor Diskretisiere die Flusslorm “Diskrefisier: —unkbionen <aum®
22 s —he—f iy
—A=L=Ly L8 ‘

A Atemm e

Lineares Gleichungssystem

Lyup = fn



Modellproblem

0,1]% € R?

V)
"
\ X

i
Vi
A

Vi

/)
/)

VY

Solution

'A%
YV,
VYVWAAZ
VAN
av,Y,

f
0

—Au
U

\/
Ly, STAYLY,

fe \Voliimen

Ini

E



Finite Differenzen

Diskretisiere den Differenzialoperator

—AZL%L}L

— u(xi'i'l) _ ’U,(.’Ez) + O(AIB),

du
E Az Az = Ti41 — Ty4.

hier:



ou

uz,j—l—l

Ui,j—1

_ Uij41,5 — Ui—1,5 O(Ar2
oxr 2Ax + ( ")
u _ Uiy1j — Ui+ Ui-1

= L o) 4 O(A?
ox? Ax? +O(Az)
Ay — i j — i1, ) —Ui—1,5 —

Ax?

+ O(Az?)



Finite Volumen

Diskretisiere die Flussform




ok, In

~ —/ Ohnup ds — / Ohnup ds — / Oh nup ds — Oh nup ds
OF; 1 OF; 2 IE; 3 OF; 4

On.nup: Finite Differenzen Approximation von

/ Opnup ds = Az -

OFE;

/ Opnup ds = Az -
aE.-_z

/ Opnup ds = Az -
OF; 3

/ Opnup ds = Az -
OF; 4

/fda:=— a—uds
E;

[un(Tit1,y5) — un(@i, y;) |
Az

[un(zi, yj4+1) — un(zi, y;) |
Az

[up(zi-1,95) — un(zi, y;) |
Az

[un(xi, yj-1) — un(i, y;) |

Az

v
OE; »
Bu
on’
0, 14)
OF; 3
T 9,
OE; 4




Finite Elemente

"Diskretisiere Funktionen Raum"

—Au=f in§, wu=0on 01,

=>/—Augpdx:/fgpda: Vo
Q Q

=>/Vu-Vg0da::/fg0d:L’ Vo
Q Q



Nun wird das Variations-Problem a(uy,vy) = f(vp) ersetzt durch
Uza(%aﬁpy):f(‘ﬂg)a Viaj:]-a“'an

da up = Zuzgoz



Lineares Gleichungssystem

Lyup = fn



12. Numerische
Methoden fur
Transportgleichung

Lagrangesche Perspektive

wne)
-
g LAGRANGAN
Clensy
Qiu [ =N

Algorithmus

Particle positon can be computed by

i .
¢ = — =vlx,t)
ot

With initial condition z(t =0} =xy

Problem: Passive advection (s = 0):

w (1), 2(0)
‘ . @ vir.t), x( o,
dp P p
"—’, = 0, plx,0)=pplx).
Strategy:

o Solve 4 = v hy any ODE solver,
o Solve 42 =0 by finite difference.

dp _ pla;, ™=' — plx, t7) 0
dat At -

=pi=p.



Lagrangesche Perspektive




e Position: = = x(t).
e Velocity: v = v(x,t).
Particle position can be computed by
P dx
- dt

With initial condition — z(t = 0) = x

= v(x,t)




Problem: Passive advection (s = 0):

| o T = wat), w(0) =m0
A b _

dt p(z,0) = po(z).

Strategy:

e Solve ‘fi—‘t"' = v by any ODE solver,

e Solve %;tg = 0 by finite difference.

dp ~ p(xivtn+l B p(.’I)i_,tn) — 0

dt At

=pt=p .



Algorithmus

Problem:



Gesellschaft und
Partielle DGLn

Naturkatastrophen sind die

Schnittstelle zur Gesellschaft
bbb

Gobaler Wandel
Einfluss auf Gesellschaft

Pravention
Vermeidung
Planung

Deterministischer Ansatz

- Verstandnis des physikalischen Mechanismus
+ Physikalisches Model fiir probabilistische Methoden
- Lose Differentialgleichungen!

0
o +V-F(p) + V(Vp) = S(p)



Naturkatastrophen sind die

Schnittstelle zur Gesellschaft

Gobaler Wandel
Einfluss auf Gesellschaft

Pravention
Vermeidung
Planung

Sources: AFP/Spiegel Online, NOAA



Deterministischer Ansatz

- Verstandnis des physikalischen Mechanismus
- Physikalisches Model fur probabilistische Methoden
- LOse Differentialgleichungen!

op
Ot

FV-F(p) +V(rVp) = 5(p)



Beispiele

Tsunami

Vulkanasche Ausbreitung

Sturmfluten

Olunfall




jiji=am CELVCE)
SRR R1Ch -]
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Tsunami

ov

E-{-(V-V)v-i—gVn:R

on

ot

+ V.- (Hv)=0.

R=—fkxv—rH 'v|+ H 'V(K,HVv)

Terms:
- Coriolis
- Bottom friction

« Viscosity (Smagorinsky approach)

Tsunami simulation
(Tohoku event 2011, Hayes)
visualized using ParaView and the UGRID Reader

P
S

Numerical simulation:
Stefan Vater, Jorn Behrens

Visualization:
Felicia Brisc

(C) CEN/University of Hamburg
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« Coriolis
« Bottom friction

- Viscosity (Smagorinsky approach)

Tsunami simulation
(Tohoku event 2011, Hayes)

visualized using ParaView and the UGRID Reader

Sea Suface Height (m)
1.0

£ 08
0.6
04
0.2

0.0

Numerical simulation:
Stefan Vater, Jorn Behrens

Visualization:
Felicia Brisc

(C) CEN/University of Hamburg




Sturmfluten

ov
E—F(v-V)v—FgVT]:R,

on
E—FV'(HV):O.
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Olunfall

% -+ u - va‘l — ? . (k‘d?Km'l) = i
ot Poil

ke — ghgupm'l (Pw — poit)
d —
puwkys

Cil spill (alapead tme)- 00h

Concantration [ppm)

Concentration [ppm]




Vulkanasche Ausbreitun

.y Lon |6 =)
Source:

10C

ash concentration [kg/m* ]

0,55 2.775 1,000c400

Time: 0,00 h 1j||)lllwf| L1




Lon [degree]

100 110 120
I

| | | 1 11 | L1 [ (1 1 1 i J 1 .[ | I I S R 1 |

ash concentration [kg/m” ]

1,000e-01 0,325 0,55 0,775 1,000e+00

Time: (),00 h lﬁlllllllllll“_lllllllll|
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