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Einfuhrung in numerische Methoden



Vorbemerkungen

Zur numerischen Lésung partieller Differentialgleichungen
verwendete Verfahrensklassen:

« Finite Differenzen
- Vereinfachung des Differentialoperators, alle
Gleichungstypen, einfache Geometrien und strukturierte
uniforme Gitter
« Finite Volumen
- Vereinfachung des physikalischen Prinzips, vornehmlich
hyperbolische Gleichungen
+ Finite Elemente
- Vereinfachung der Funktionenraume, vornehmlich elliptische
Gleichungen, komplizierte Geometrien und
Differentialoperatoren
+ Lagrangesche Methoden
- Vereinfachung der totalen Ableitung, Transportgleichungen
- Kombinationen aus den vorherigen Methoden

Betrachte: Elliptisches Modellproblem
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Zur numerischen Losung patrtieller Differentialgleichungen
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Betrachte: Elliptisches Modellproblem

~Au=f inQ=][0,1]% € R?
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Finite Differenzen

Idee:

Diskretisiere den Differenzialoperator
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Nummerierung:

Lexikagraphische Ordnung



Idee:

Diskretisiere den Differenzialoperator
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- du  u(Tit1) — u(i) I
hier: = - +O(Az), Az =zt — ;.
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Diskreter Operator:
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Finite Differenzen Stern:

Ax2Q($i+1 Yi)
—1 4 —1 )
A:z:QQ Ax? AZEQO S _41
(i1, 9;) (zi,9;) (@iv1,95) il
—1
A2 (x?hyj—l)




Nummerierung:

Lexikographische Ordnung
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Lineares Gleichungssystem:

Lpup = fp

wobei mit —Au = f
e [,; die Matrix der letzten Folie,
e u; der Vektor aller unbekannten Gitterwerte von u,

e f; der Vektor der Gitterwerte der rechten Seite f ist.



Finite Volumen

Idee:

Diskretisiere die Flussform

Lineares Gleichungssystem: Ze”en.'
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Vereinfachte Schreibweise: In teg ration:
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Idee:

Diskretisiere die Flussform







Zellen:

Uberdecke © durch Zellen (Volumina) Ey, ..., Ex:
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Integration:

/—Audaz:/ fdr Vi=1:N
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I Gauf}’ theorem

— —ds / f dx
OF; 877,



Diskretisierung
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Vereinfachte Schreibweise:

ui; = un(Ti, Yj)
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Lineares Gleichungssystem:
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Finite Elemente

Idee:

"Diskretisiere Funktionen Raum"

Variations-Problem

Finites Element

e = sl

Ersetze die Funktionen(rdume)

Triangulierung

statt des Problems
finde w = Vi  J{x)=mind{v]
ey

Issen wir das diskrete Problem
finde up ¢ Vi J(uy) = min J{uvy)
onEVa

Galerkin Methode Funktionenraum
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Basisfunktionen Darstellung
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Idee:

"Diskretisiere Funktionen Raum"



Variations-Problem

Klassisches Problem

~Au=f inQcCR?
u=0 on Jdf
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Variations-Problem
Minimierungs-Problem
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Klassisches Problem

—Au=f in Q CR?
uw=0 on Jf2




v

—Au=f in), wu=0on 0,

:>/—Augpda::/fgod:1: Vo
Q 0

@/Vu-Vgpdwszgpdaz Vo
Q Q

/

\\



Variations-Problem

a(u,v) = f(v) Yo
mit

a(u,v) /Vu Vv dx

0= [ Jvdo



Minimierungs-Problem

findeue V: J(u)= IIél‘I/l J(v)
mit

T() = za(v,v) — f(v)



Ersetze die Funktionen(rdaume)

statt des Problems

findeu e V: J(u):gél‘rfltf(v)

l0sen wir das diskrete Problem

finde up, € V@ J(up) = min J(vp)
vhEVR



Funktionenraum

e V: Funktionenraum mit dimV = oo;

o V), stuckweise Polynome, in () stetig, dimV;, = N < oo.



Basisfunktionen Darstellung

un(z) = Z uip;i ()

1—=1:N

Vi = span{y1, ..., N}

N
vpb €V = v, = E V; 04
dabei ist =1

e v; € R Koeffizienten,

e ©; € V. Basis-Polynome.



Galerkin Methode

Nun wird das Variations-Problem a(up,vy) = f(vp) ersetzt durch
uza’(gpzagpj):f(@J% \Vl’i,j:].,...,N,

da up = ) u;p;.

Man erhalt wieder: Lpup = fh

mit
e (Lp)i; = a(pi, ;) Matrix,
e up = (uy,...,uyn)' der Vektor der Koeffizienten,

e (fn); = f(p;) Vektor.



Triangulierung

yh
Uberdecke €2 mit Menge T}, disjunkter Simplices: 14 ® = - - - -
o ()= UTGTh T
. . o o = O O [ o -
e Falls 71,72 € Tj, mit 71 # 72, so gilt 71 N7 = 0. "
° ; : ~node j 1 (x5.45)
Falls 71,7 € T}, mit 71 # 79, dann gelte 1 & ) o o T W) !
basis function ;
(0, oder
71 N7, = { gemeinsame Kante, oder 4 g ® ® ® ® W
gemeinsamer Knoten.
4 N = = < © N
04 = i L I it |




Uberdecke © mit Menge T, disjunkter Simplices:

o ()= UTEThT

e Falls 7,7 € T}, mit 71 # ™, so gilt 71 N7 = 0.

e Falls 71,7 € T}, mit 7y # 79, dann gelte:
0, oder

71 N T = < gemeinsame Kante, oder
gemeinsamer Knoten.
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Triangulierungen aus Anwendungen:




Finites Element

Qi — a(¢ia¢k)
Aif = Z /vqbzvd)J dx |
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Finite Volumen

Idee
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Diskredisierung

Differentialgleichungen Il

Finite Differenzen

Idee:
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Matrix:
Nummerierung:

Frtitving a nevavte eewre

Gimer:

Diskreter Operator:
e
+
Funite Dittwrerizan Steen:

Vorbemerkungen

Finite Elemente

Idee:
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