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Einflilhrendes
Beispiel in 1D

Vorbemerkung:
Betrachte das eindimensionale Randwertproblem (Poisson Gleichung)

Ty = f(z), O<z<l
u(0) = u(l) 0

Anwendung (

Bemerkung: (Allgemeine Approximative Losung der 10 Poissen Gleichung)

« Sei das eind'mensionale Randwertproblem gegenen:
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o Approximiere die rechle Seile 1 darch eine endliche Fourier Reine Fy, [2):
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Vorbemerkung:
Betrachte das eindimensionale Randwertproblem (Poisson Gleichung)

{ —TeY = f(z), 0<z<I
u(0) = u(l) = 0

Anwendung: Die Gleichung beschreibt die Gleichgewichtslage eines eingespannten
hangenden Seils mit Spannung 7" und auBerer Kraft f(z).



Bemerkung: (Allgemeine Approximative Losung der 1D Poisson Gleichung)

e Sei das eindimensionale Randwertproblem gegeben:

f(x), O0<z<l,
0.
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e Approximiere die rechte Seite f(z) durch eine endliche Fourier-Reihe fy(x):

fn(z) = Té Cp Sin <nlﬂ) :
e Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich zu (n =1,...,N)
Cn = %/Ol f(z)sin (%ﬂ) dzx.
e Dann ist eine approximative Losung des Randwertproblems gegeben durch:

N 12c, . /nmx
un(e) = gaysin ().
n=1
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Fourier-Methode fiir die
Warmeleitungsgleichung

Erinnerung: (Warmeleitungsgleichung) Betrachte das Anfangsrandwertproblem der
Wirmeleitungsgleichung:

=gz = f(z,t) c 0<ae<l0<t<T,
u(r,0) = glz) : 0z <,
w(0) = u(lit) =0 : 0<t<T.

Gesucht ist eine Losung in Form einer Fourier-Reihe:

. . . [(nTT
un(z) = E an(t)sin T) .
n=1
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Erinnerung: (Warmeleitungsgleichung) Betrachte das Anfangsrandwertproblem der
Warmeleitungsgleichung:

Ut — Uzge = f(x,t)  O<x<l, 0<t<T,
u(x,0) = g(x) : 0<x <],
u(0,t) = wu(l,t) = 0 0<t<T.

Gesucht ist eine Losung in Form einer Fourier-Reihe:

i; t) sin (mrm) :



Losungsansatz:

e Fur die Koeffizienten der Losungsdarstellung gilt:
2 ! . [/nTXx
a,(t) = 7/0 u(x,t) sm( l ) dz.

e Die rechte Seite (Inhomogenitat) f(x,t) besitzt die Darstellung

ch t) sin (mm:) ,  mit c,(t) = %/Ol f(x,t)sin (nlﬂ) dz.

e Berechne die Zeit- und Ortsableitungen des Losungsansatzes fur w:

gzz(x t) = Za(,;ﬂ(t)sm(mlm)

n=

@(x ) = Zan(t)—cos("”)

62
e Z(x t) = —;an(t)n G sin (nlﬂ)




Koeffizientenvergleich:

e Erhalte fur die linke Seite der Warmeleitungsgleichung

=, [/ dan, n?m2\ . /nrx
Ut + Ugy = Z (ﬁ(t) + an(t) 7 ) sin (T) :

n=1

e Koeffizientenvergleich mit der Fourier-Reihe fiir f(x, t) ergibt System gewchnlicher

DGLn: 5 5 o
an, neme
W(t) + an(t) 2 cn(t).

e Anfangsbedingungen a;(0), a2(0), ... ergeben sich aus der Anfangsbedingung
u(z,0) = g(z):

g(x) = ibnsin(n;m), bn:l/olg(:c)sin(n;m) dx

= a,(0) = b,, n=12...



Lineares System entkoppelter gewohnlicher DGLn:

e Erhalte entkoppeltes lineares System von gewohnlichen DGLn:

n + knan, =c,, n=12,...

n?n?

mit k, = “33

e Die Losungen lassen sich direkt angeben:

an(t) = bpexp (—ky - t) + /0 exp (—kn - (t — s)) cn(s) ds.



Fourier-Methode:
Eigenschaften, Randbedingungen

Beobachtung:
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‘Wie szhes do entsprechenden Fourier-Methodon aus? (4]

Sind bside Enden warmeisoliert, so haben wr das Anfangsrandwsriprablam
T

Jetzt erfiillen e Funklianzn

W, t) =1 a2} =cos| |
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Beobachtung:

e Fir T > 0 fest, fallen die a,(t) exponentiell schnell ab (n — o0).

e Fir n fest, fallen die a,(t) exponentiell schnell ab (t — o0).



Beispiel:
Wir betrachten das inhomogene Anfangsrandwertproblem

(U — Uy =  0<xe<1,0<t<T
¢ u(z,0) = 0 . 0<z<1
| u(0,t) = u(l,t)=0 : 0<t<T

Dann gilt mit den Bezeichnungen von oben
bn — O

Cn(t) = Cn = 2

und damit

t —1)n+1 _1\yn+1
an(t) - 2/e_n27r2(t_3)( 1) ds = 2( 1) (1 B e_n2ﬂ.2t>
0
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Bisher:
Anfangsrandwertprobleme mit homogenen Randbedingungen, d.h.

ur — ure = f(x,t)  0<x<,0<t<T
u(z,0) = g(x) c0<z<l
uw(0,t) = wu(l,t)=0 : 0<t<T

Frage jetzt:

Was passiert

1) bei (einseitig Neumannschen) Randbedingungen der Form
u(0,) =0, 2“1y =0.
ox
2) bei periodischen Randbedingungen der Form
w(0,) =uLt), 2405 =211
ox ox

Wie sehen die entsprechenden Fourier—-Methoden aus?

ndwertproblem

T

4



Wie sef

Sind beide Enden warmeisoliert, so haben wir das Anfangsrandwertproblem

(wp—uge = f(z,t) 1 O<ax<l,0<t<T
u(z,0) = g(xz) : 0<x<I

| w.(0.8) = 0 0<t<T
uz(l,t) = 0 . 0<t<T

Jetzt erfullen die Funktionen

T

u(z,t) =1, u(x,t) = cos (T)

die vorgegebenen Neumannschen Randbedingungen.

Ein Losungsansatz lautet damit

u(z,t) = bo(t) + 3 ba(t) cos (7

n=1



Periodische Randbedingungen

Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [, [] gegeben durch

(wp—ugr = f(z,t) @ —l<az<l,0<t<T
uw(x,0) = g(x) =l <ax<l

\ w(—it) = w(l.t) : 0<t<T

| ux(=1,t) = wuzg(l,t) @ 0<t<T

Periodische Funktionen auf dem Intervall [—, [] sind
1

o= v mcon (). o) = o (22

Ein LOsungsansatz mit Hilfe von Fourier—Reihen ist damit

w(z, t) = ag(t) + Z (an(t) COS ( ) + bn(t) sin (n;rx))

n=1



Mit den Reihenentwicklungen

co(t) + i_o; (cn(t) cos( )+dn(t) sm( l"”))

g(z) = po+ Z (pn cos (n?x) + gn Sin (mlra:))

n=1

ergeben sich die gewohnlichen Differentialgleichungen

() = co(t)

f(x,t)

dao

day, 2 2
L+ S an(®) = en(t)

nlm2
Ty + ™ T bn(t)

Die zugehorigen Anfangsbedingungen lauten

ag(0) =pg, an(0) =pn, bn(0) = gn

dn(t)



Fourier-Methode fiir die
Wellengleichung

Idee: Losungssuche analog zur Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

upt — urr = [f(x,t) P 0<a<l,0<tsT
u(z,0) = g(=x) r0<x<l
u(z,0) = h(x) P 0<a<i

u(0.¢) = u(l,t)=0 : 0<t<
und suchen eine Losung in der Form

u(x,t) = i: an(t) sin (m;;)

n=1

T

Die Fourier—Reihen far f(x, 1), g(x) und h(x) ergeben DGLs fur die Losungs-
koeffizienten a;(t), i = 1,2,....

Beispiel:
Die Lésung des Anfangsrandwertproblems
U ~ ugr = 0 0 t<T
u(z,0) = g(z) 0<a
u(z.0) = h(z) 0<
w(0,t) = wu(l,t)=0 0
ist gegeben durch
o nw dnl (n= (n=x
RCCED> {bacos ("7e) + %L sin ("%e) bsin ("7)

vl
Dabei sind b,, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der vorgegeben
Anfangsbedingung u(x,0) = g(x) und d,, die entsprechenden
Koeffizienten von w,(x,0) = h(x)



ldee: Losungssuche analog zur Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

[ uy — uzr = f(x,t) C 0<ze<,0<t<T
u(z,0) = g(x)  0<x<

< ut(xz,0) = h(x)  0<x <
w(0,t) = u(l,t)=0 : 0<t<T

und suchen eine Lésung in der Form

W) = S an(t)sin (”lﬂ)

n=1
Die Fourier—Reihen fur f(z,t), g(x) und h(xz) ergeben DGLs flr die Lésungs-
koeffizienten a;(t), 7 = 1,2,....



Beispiel:
Die Losung des Anfangsrandwertproblems

'utt—umzo C O0<z<,0<t<T
u(x,0) = g(x)  0<z<]
< u(xz,0) = h(x)  0<z<
. u(0,t) = wu(l,t)=0 : 0<t<T
iIst gegeben durch
u(x,t) = i {bn COS (n—ﬂt> a @sin (n—wt) } sin (@)
=1 [ nm [ [

Dabei sind b, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der vorgegeben
Anfangsbedingung u(xz,0) = g(x) und d,, die entsprechenden
Koeffizienten von u¢(xz,0) = h(x).



Fourier-Methode fiir die
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