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Wellengleichung



Erinnerung
Wellengleichung

Vorbemerkungen:
o Ziel: Untersuchung der Wellengleichung

e — Au=10

e Inhomogene Wellengleichung
tpe — A = f

o Geeignele Anfangs-/Randbedingungen seien gegeben.
o Bezeichne { = U die Zeitvariable und x £ €2, €2 < K" offen. die Ortsvariable.

¢ Gesucht: Funktion w : © x |0.2c|— B, u = uix,t], wobei der Laplace-
Operator auf die Ortsvariable x — (ry..... Ty ) wirkt.

= Fiir die inhomogene Gleichung sei 2 2% [0, 2] » [Z eine gegebene Funktion.

Zinl: (Frund
Buradile casme

Satz: (Formel von d'Alembert)
Eine Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

Uy — Uz =0 in R x [0, 00,
u=g,u; =h auf R x {t =0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen, ist gegeben durch die Formel von d'Alembert:

x4+t
u(z,t) = %[g(a: +t)+ glz —t)] + %/_t h(y) dy.

Bemerkung: Damit die so gewonnene Losung u(x,t) eine differenzierbare Losung
der Wellengleichung ist, muss gelten

>

ue C*(R) und heC'(R)
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Vorbemerkungen:

e Ziel: Untersuchung der Wellengleichung

utt—Au:O

e Inhomogene Wellengleichung

Uy — Au = f

e Geeignete Anfangs-/Randbedingungen seien gegeben.
e Bezeichne t > 0 die Zeitvariable und x € 2, £2 C R"™ offen, die Ortsvariable.

e Gesucht: Funktion u : Q x [0,00[— R, u = u(x,t), wobei der Laplace-
Operator auf die Ortsvariable x = (z1,...,2,)" wirkt.

e Fiir die inhomogene Gleichung sei f : €2 x [0, co|— R eine gegebene Funktion.

Ziel: (Formel von d'Alembert)



Ziel: (Formel von d'Alembert)
Betrachte das eindimensionale Anfangswertproblem

ut —uzz =0 in R x [0, 00],
u=g,us =h auf R x {t=0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen.
Ziel: Direkte Methode zur Losung.



mit g, h gegebene Anfangsbedingungen.
Ziel: Direkte Methode zur Losung.

Satz: (Formel von d'Alembert)
Eine Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

Ut — Uz = 0 in R x [0, 00,
u=g,us =h auf R x {t =0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen, ist gegeben durch die Formel von d'Alembert:
1 1 $+t

u(w,t) = loa+ )+ gl +5 [ hy) dy

r—t

Bemerkung: Damit die so gewonnene Losung u(z,t) eine differenzierbare Losung
der Wellengleichung ist, muss gelten:

uw e C?R) und h e CHR).



Reflektionsmethode

Vorbemerkungen:

e Betrachte das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbraum R.:

wyy — ey — 0 in B x]0, 50|
w=g, uw="h auf Ry x {t=0}
w=0 auf{z=0}x]0.00]
mit vorgegebenen Funktionen g und A mit g(0) = k(0) = 0.

e Problem: nicht einfach mit Formel von d'Alembert zu losen, da die ein
Cauchy-Problem voraussetzt.

e |dee: Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und ver-
wende dann die Formel von d’Alembert. o

Zusammenfassung: (Reflektion des Halbraumes [,)
Eine Losung des Anfangsrandwertproblems

Mgy — g = 0 in Ry x]0, o]
u=gu=h auf By x{t=0}
w=0 auf {&=0}x]0,x|

ist gegeben durch

w(a,t) = slote +6) +glo — )] 4 }f;:'; h{y) dy firz=t=0
M slole+0) —gl—x+ )]+ 3 _r:_:_t R(y) dy fur0 <<t

Beispiel:
Die Losung des ARWP
[ u —ure = 0 N Ry x (0,00)
uw=0, up=sinx auf By x {t =0}
uw=0 auf {x=0}x (0,x)
lautet

u(z, t) = ;(cos(x t) — cos(z +t))
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Vorbemerkungen:

e Betrachte das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbraum R :

Ut — Uz = 0 in Ry x]0, 00]
u=g, ug = h auf R, x {t =0}
u=0 auf{x =0}x]0,00]

mit vorgegebenen Funktionen g und A mit g(0) = h(0) = 0.

e Problem: nicht einfach mit Formel von d'Alembert zu losen, da die ein
Cauchy-Problem voraussetzt.

e |dee: Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und ver-
wende dann die Formel von d'Alembert. o
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wende dann die Formel von d’ Alembert ;
I ‘ |

Zusammenfassung: (Reflektion des Halbraumes R )
Eine Losung des Anfangsrandwertproblems

Uttt — Ugpyr = 0O In R+ X]O, OO[
u=g,us =h auf Ry x {t =0}
u=0 auf {x =0}x]0,00]

ist gegeben durch

(z,t) = %[9(33+t)+9(:v—t —I—Ifo (y) dy furx >t >0
gl +1t) —gl—z + )]+ 1 f‘”jjt () dy fir0<z <t

Beispiel:



Beispiel:
Die Losung des ARWP

uit — uzr = 0 in R+ X (0, OO)
u=0, yy=sinz auf Ry x {t =0}
u=0 auf{z= 0} x(0,00)
lautet

w(z, t) = %(cos(x —t) — cos(z + 1))



Spharische Mittelung

Vorbemerkungen:

N . Bemerkung: (Mittelwert iber der Sphare) For x € RY, ¢ > 0 und £ > 0 definiere
¢ Betrachte den héherdimensionalen Fall (n == 2) des Anfangswertproblems: dun Mittebaert von wix, 1) Gber der Sphice dB,(x) (oder auch dBix,r))

wy — Au=10 in B*x]0, 2 Gixingy :-/ uly. 1) dSy)
=g, wy=h auf B* x {f =0} 54z}
Weiter sci
o Idee: Leite durch geeignete sphirische Mittelungen eine vereinfachte DGL Gler) o= ][ 200 4S80
her. die dann eine explizite Losungsformel liefert. 9B,

Hixe) = f hiy) ASiy)
rye

Satz: (Euler-Poisson-Darboux Gleichung)
Sei z € R fest und u eine Losung der Wellengleichung

wy — Au=0 in R"x]0, oc|
u=g, uz =h auf R" x {t =0}

Dann lost U(x;r,t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung

[)'t¢ - "rr - n:l Ur =0 in R-X]0,00[
U=G. U =H auf Ry x {t =0}

(2]



Vorbemerkungen:

e Betrachte den hoherdimensionalen Fall (n > 2) des Anfangswertproblems:

uge — Au =0 in R"x]0, o0
u=g, ug = h auf R" x {t =0}

e |dee: Leite durch geeignete spharische Mittelungen eine vereinfachte DGL
her, die dann eine explizite Losungsformel liefert.



Bemerkung: (Mittelwert {iber der Sphare) Fiir x € R”, t > 0 und r > 0 definiere
den Mittelwert von u(x,t) iiber der Sphare dB,(x) (oder auch dB(x,r))

U(x;r,t) :=][ u(y,t) dS(y).
0B, (x)

Weiter sei

G(x;r)

][ g(y) dS(y)
0B,(x)

H(x,r) ]€B( )h(y) dS(y)



Satz: (Euler-Poisson-Darboux Gleichung)
Sei x € R™ fest und u eine Losung der Wellengleichung

uge — Au =0 in R™x]0, 00|
u=g, us =h auf R" x {t =0}

Dann lost U(x;r,t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung

Uit — Upr — 222U, =0 in Ry x]0, 00]
U=G, Uy =H auf Ry x {t=0}



Kirchhoffsche Formel

Bemerkung: (Kirchhoffsche Formel fiir n = 3)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R*X]0, oo
u=g u=h auf R3x{1=0}

lautet fiir x € R3, 1 > 0 (Kirchhoffsche Formel):

u(x,1) = ]{;B (th(y) + g(y) + Dg(y) - (y — x)) dS()
(x)

Herleitung ber dio Euler-Posson-Darboux Gleichung:

Wir defini
Setzen wir dies in dies in die letzte Gleichung auf der vorgshenden Seit " oeineren
ein, 50 ethalten 0 =t
-2\ . B
we ) = f ) (YTE) s+ f, aln)ds() G = 16, Rimel
DB(.1) t Josten)
Dann gt

+ Jobian ™45

O = rUy = r (Uyr *71,’):'1 v 42Uy = (U 4 rUy)y = 0,y
und dies ist gerade ~ nach Umsortierung — de Kirchhoftsche Formel ¥

Verwendet man die Definitionen von G und 4, 50 erhilt man
u(r,t) = %m;(:_r))wu(r 1) Also Iast (7 das Anfangswertproblem
u-Oe=0 INRy x (0,%0)
4 aul iy x {t =0}
aul {r =0) x (t=0}

= 5 (Foen ™) + g8 0

Nun git Mit dar Lo foigt fir 0 <
ungcamit e =300 +0-a0 -0+ Ivf!.n(u)dl.:
3 (bocen ™) = Fopiony Dot +12)- 245(3) o

= Tonten P90 (57) 56

Da U= v, +) 808 wlr, ¢} darch spArscha Mifiahang entstaht, gitt

wlr by = N Ui 0)

Mit cer Cefinition von  ergitt sich

st
wir ) = lim ST
" ]

(cn+z: -, 1}
- im .
-0 2r 2

- GO+ A



Bemerkung: (Kirchhoffsche Formel fiir n = 3)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R3X]0, oo[
u=g, u,=h auf R3 x {t =0}

lautet fiir x € R3, t > 0 (Kirchhoffsche Formel):

u(x,t) = ][a B )(th(y) + g(y) + Dg(y) - (y — x)) dS(y)

Herleitung tber (
Wir definieren



Herleitung Uber die Euler—Poisson—Darboux Gleichung:
Wir definieren

)
G :

rU
rG, H:=rH

Dann gilt

2
0“ = TU“ - T (Urr + ;Ur) —_ rUrr + 2Ur —_— (U + rUr)r = Urr



Also 16st U das Anfangswertproblem

Utt —~Upr =20 in IR+ x (0, o0)
U=G,U;,=H auf Ry x {t =0}
U=0 auf {r =0} x {t =0}
Mit der Losungsformel flir das Halbraumproblem folgt fir 0 < r < ¢t
die Darstellung

r+4t
O@int) =[G+ -Ge-n|+2 [ AWy
—r4t



'-) dS(y)

Da U(z;r,t) aus u(z, t) durch sparische Mittelung entsteht, gilt

u(z,t) = '!I_% U(x;r,t)

Mit der Definition von 7 ergibt sich

u(zx,t)

F et
lim Uz;rt)
r—0 r

r—0

G'(t) + A(t)

2r

im (G(r-{-t) - G(t—r) n 1



Verwendet man die Definitionen von G und H, so erhalt man

w(z.t) = %(tc;(x;t))+ty(x;t)

0
ot (t 723(1,:) gdS) Tt 9B (z.t) iho
Nun gilt
d — tz)d
f. oy IDSW) t o1y 9 H12)4S(2)
und damit

Dg(x 4 tz) - 2dS(z)

3]
— d
ot (faB(x,t) v S)

7103(0,1)

f iy DI (£F) dsw)

Da U(z;r,t) aus u



Setzen wir dies in dies in die letzte Gleichung auf der vorgehenden Seite
ein, so erhalten

u(z,t) = ][

dB(z,t)

+ ][) ey S W)

und dies ist gerade — nach Umsortierung — die Kirchhoffsche Formel.

tDg() - (*7) dS@) + £, 9w)as@)

Verwendet man die Definitionen von G und H, so erhalt m
)

aslfloe )\ = = 28 e X\ L 2 IS i~ 2\



Poissonsche Formel

Bemerkung: (Poissonsche Formel fiir n = 2)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R?x]0, oo
u=g, u,=h auf R? x {t = 0}

lautet fiir x e R%, ¢t > 0 (Poissonsche Formel):



Bemerkung: (Poissonsche Formel fiir n = 2)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R?x]0, o[
u=g, uy=h auf R2 % {t =0}

lautet fiir x € R?, t > 0 (Poissonsche Formel):

1 ][ tg(y) + 12h(y) + tDg(y) - (y — x) p
y
2 JoB,(x)

u(x,t) = = 1
t? — |y —x|?)2

Bemerkungen:



~ J 0B,(x) (12 — |y — x|?)2

Bemerkungen:

e Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das dreidimensionale
Anfangswertproblem und nimmt zusatzlich an, dass die Losung nicht von der
dritten Ortskoordinate x3 abhangt

e Nach einem zur Herleitung der Kirchhoffschen Formel analogen Prinzip (Ver-
wendung der Euler-Poisson-Darboux-Gleichung und geeignete Definition von
U), lassen sich Losungsformeln fiir das Anfangswertproblem der Wellengle-
ichung im R™ ableiten.



Reflektionsmethode

Spharische Mittelung

Kirchhoffsche Formel

Poissonsche Formel

Difterentialzfeichungen I

J e A e R
LaTe o mOage

NIBYAPR Uit et berd

Erinnerung

Wellengleichung




