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Erinnerung
Warmeleitungsgleichung

Problemstellung: (Warmeleitungsgleichung)
Gesucht sind explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

Uy = Azu

e { > ( ist die Zeitvariable

e x € U, U C R" offen, ist die Ortsvariable

Anfangswertproblem: [Cauchy-Proclem) Anfangs-Randwertproblem:
Sei bt — & L Sei &' 4" beschrankt:
U Asuoin RBE20T
{ I auf 3% {0} { mp= A i = Ux]0T|
w= g auf Tyo= Gy
Definition: (Fund ¢ der Warmel leichung) Die Funktion

DX, 1) =13 (4x)2 ¢ (xeR"t>0)
(xe Rt <0)

heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung

Bemerkungen: (Losung fiir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x. 1) lasst sich fir das Cauchy-Problem

w—Au=0 in R"x]0,00|
u=g auf R"x{0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:
u(x,t) = / D(x — y,t)gly) dy
R

1 f oz
(44*')*./;:"( “gly) dy.
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Problemstellung: (Warmeleitungsgleichung)
Gesucht sind explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

U — Amu
e t > 0 ist die Zeitvariable

e x c U, U C R"™ offen, ist die Ortsvariable

Anfangswertproblem: (Cauchy-Problem) Anfangs-Randwertproblem:
Sei U = R™: Sei U C R™ beschrankt:
= Azu in  R"x]0,T]
{ u= g auf R™ x {t =0} { ug = Agu in  Urp I=2<]0=T]
u= g auf T'p:=Upr\Ur



Definition: (Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung) Die Funktion

2

1 —Jﬂt— n
d(x,t) ::{ (art)s o (xE€R%E>0)
0 (x e R",t < 0)

heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Bemerkungen: (Losung fiir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x,t) lasst sich fur das Cauchy-Problem

u —Au=0 in R"x|0, 00|
u=g auf R"x{0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:
uxt) = [ @(x-y.0)g(y) dy

1 x—y]2
= = At d .
(4ml)? /ne q(y) dy




Losungsdarstellungen der
Warmeleitungsgleichung

Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen

Anfangsbedingungen

besitzt die Lésung

u(x,t)

Das Anfan mit Anl

w—Au = f
uix, Al = glx] auf R" x

d ngungen

in "0, o]
(=)

besitzt die Lasung

«.;x.ufll dix v, tigly] dy //0:‘ y.t &) fly,e) dyds
S Jo Jun

t
1 -
B 0/ (an(t — )" Qi./.

u — Au=f iNR" x (0,0)

u=0 aufR" x {t =0}

/’ / ®(x -y, t = s)f(y, s)dyds
0&n

2
x—y|2

-2 f(y, 8)dyds

Duhamel’sches Prinzip:
Die Funktion u(x, 1;5) = | @(x —y,t — =) [(v,s)dy lost das Problem
Au(;s) = 0 in k" x (s,20)

1
w1 8)
u(-18) = f(-.8) aufR" x {t=s}
Man erhalt dann die Losung der inhomogenen Gleichung durch
Integration Gber s:
t
u(x,t) = [ulx,t:s)ds

0



T -

Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen
Anfangsbedingungen
u — Au=f inR" x (0, 00)
{ u=0 aufR" x {t = 0}
besitzt die Losung

j / P(x—y,t—s)f(y,s)dyds

O Rn

u(x,t)

/ (4m(t - ‘»))"/2

R"



Duhamel’sches Prinzip:
Die Funktion u(x.t;s) = [ ®(x —y.t — s)f(y. s)dy lost das Problem

R"
ui(-;8)—Au(-;8) = 0 in R™ x (s,00)
u(-;s) = f(-;s) auf R™ x {t = s}

Man erhalt dann die Losung der inhomogenen Gleichung durch
Integration dber s:
t
u(x, t) = / w(x, t: s)ds

0



Das inhomogene Anfangswertproblem mit inhomogenen Anfangsbedingungen

{ ur — Au = f in R™x]0, oo
u(x,0) =g(x) auf R" x {t =0}

besitzt die Losung

u(x, t) = / O(x . H)o(y) dy + /0 / O(x—y,t— 5)f(y,5) dyds.
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Losungs-Eigenschaften
der
Warmeleitungsgleichung

Vorbemerkungen:

o Ziel: Bescvebung ven Mitdwertlconsdn,

besthrines, 7= 0 fest Dis Mengs

il s

I hie Zylimcier mit dum parabolischun

o Furfestesx © R

ard r > 1l zei die Menge Lix, & r) gegeben curcn

Elx b

{u SER e (Bx—y, (-

* Der Rand won &

) & gerade sne Heheninie der Fundames

3{x « ot Kix, Ge) anch Wirmekugel (et b
Satz: (Mittel i haft der Warmelei lei
Isl w € CF(LY eine Losung der Warmeleilungsgleichung, so gill
x y* o
y-Prablem e iy =81 uly, s} dyds
[ A in kit
|« —n i B e -0 |- fiir jede Menge Fix, t;r) C L.
y
L ; Warmel ;
Satz: (Lésungen des Cauchy-Problems unter Wachstumsbedingung) E‘m',[ pieys Lipien der asgleichang]
Das Anfangsrandwertproblom S i

7y ) wine Lising der Warmelritungsg sicaung o &y . Oann gils

1. Das Maximum von

{ w—du = f in R0 } liegt seets auf dem parabolischen Rord, d.h.

w —q aufR*x{t—0)

J . uix.
N . : . (NCE
auf dem beschrinkten gesamten R™ mit stetigen Funktionen f unc g besitzt unter

u:
eEly
der zusatzlichen ISLUMShEC NGNS

2. lss i+ zusammenhangend und existiort ein Punkt [xy, )

La > 0)

el =
maximal eine Lsung # € C2{R™ |0, T[) 1 C{=" x 0,T]) L

s fulgt, duss o aull 20 konstant ise.

Satz: (Eindestigkeit von Lasungen der Wirmelestungsgleschung)
Das Anfangsrandwertproblem

u—Au = f inl;
u =g auf I'r

auf dem beschrinkten Gebiet U/ mit stetigen Funktionen f und g besitzt maximal
eine Lisung w € C3(Uz) NC(Ur)

Bowals.

Sind u une o zwei




Vorbemerkungen:
e Ziel: Beschreibung von Mittelwertformeln.
e Sei U C R"™ offen und beschrankt, T" > 0 fest. Die Menge
Ur :=Ux]0,T]
heiBt parabolischer Zylinder mit dem parabolischen Rand I't := U_T\Ut.

e Fir festes x € R”, t € R und r > 0 sei die Menge F(x,t;r) gegeben durch

1
E(x,t;r) = {(y,s) cR"™ s <t,P(x—y,t—5)> —}
/r-'n,

e Der Rand von E(x,t;r) ist gerade eine Hohenlinie der Fundamentallosung
dO(x —y,t —s). Man nennt E(x,t;r) auch Warmekugel (heat ball).



Satz: (Mittelwerteigenschaft der Warmeleitungsgleichung)
Ist u € C%(U;) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, so gilt

1 x —y|°
t) = dyd
U(X’ ) 4rm /E(x,t;’r) (t o 8)2 u(y, 8) e

fir jede Menge E(x,t;r) C Us.



Satz: (Maximumprinzipien der Warmeleitungsgleichung)
Sei u € C#(Uy)NC(Ur) eine Losung der Warmeleitungsgleichung in Ur. Dann gilt

1. Das Maximum von u(x,t) liegt stets auf dem parabolischen Rand, d.h.

max u(x,t) = max u(x,t)
(x,t)€UT (x,t)elr

2. Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt (xg,t9) € Ur mit

u(Xo,t) = max _u(x,1),
(x,t)eUT

so folgt, dass u auf U konstant ist.

leichung)



SO TOIgT, Aass u aur

Satz: (Eindeutigkeit von Losungen der Warmeleitungsgleichung)
Das Anfangsrandwertproblem

Ut—AU :f inUt
u =g aufI'p

auf dem beschrankten Gebiet Uz mit stetigen Funktionen f und g besitzt maximal
eine Losung u € C%(Ur) N C(Ur).

Beweis:
Sind u und @ zwei Losungen, so losen die beiden Funktionen
] ( 1l

die homogene Warmeleitungsgleichung mit homogenen Randbedingungen.
Nach dem Maximumprinzip gilt dann, dass w, ,» identisch verschwinden,
d.h. wir haben u L.



uercrt Losungern wduoriscii rdpiuc dil.

Satz: (Losungen des Cauchy-Problems unter Wachstumsbedingung)
Das Anfangsrandwertproblem

ug —Au = f in R"x]0, T
u =g auf R” x {t =0}

auf dem beschrankten gesamten R"™ mit stetigen Funktionen f und g besitzt unter
der zusatzlichen Wachstumsbedingung

u(x, )] < Ae®*° (4,0 > 0)

maximal eine Losung v € C%(R"x]0,T[) N C(R™ x [0,T7]).

Qat7 (Findanticlkait



Bemerkung:
Man kann zeigen, dass fur das Cauchy-Problem

uy = Au in R"x]|0,7T]
u =0 auf R” x {t =0}

unendlich viele Losungen existieren.
Nur die Nulllosung erfullt die Wachstumsbedingung,
alle anderen Losungen wachsen rapide an.



Beispiel:
Numerische Losung der Warmeleitungsgleichung
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Die Wellengleichung

Vorbemerkungen:
o Ziel: Untersuchung der Wellengleichung

e — Au=10

e Inhomogene Wellengleichung
tpe — A = f

o Geeignele Anfangs-/Randbedingungen seien gegeben.
o Bezeichne { = U die Zeitvariable und x £ €2, €2 < K" offen. die Ortsvariable.

¢ Gesucht: Funktion w : © x |0.2c|— B, u = uix,t], wobei der Laplace-
Operator auf die Ortsvariable x — (ry..... Ty ) wirkt.

= Fiir die inhomogene Gleichung sei 2 2% [0, 2] » [Z eine gegebene Funktion.

Zinl: (Frund
Buradile casme

Satz: (Formel von d'Alembert)
Eine Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

wt —ugx =0 in R x [0, 00],
w=g,us=h auf B x{t=0}

mit g,  gegebene Anfangsbedingungen, ist gegeben durch die Formel von d'Alembert:

1 I
u(z,t) = _[g(x +1t) + glz — )] + hiy) dy.
2 2 r—tf
Bemerkung: Damit die so gewonnene Losung u(x,t) eine differenzierbare Losung

der Wellengleichung ist, muss gelten

ue C*(R) und heCY(R) e



| - --v--v--v,-v-v--v--
Vorbemerkungen:
e Ziel: Untersuchung der Wellengleichung
Utt — Au = 0
e Inhomogene Wellengleichung
Uy — Au = f
e Geeignete Anfangs-/Randbedingungen seien gegeben.
e Bezeichne t > 0 die Zeitvariable und x € 2, 2 C R" offen, die Ortsvariable.
e Gesucht: Funktion u : Q x [0,00[— R, u = u(x,t), wobei der Laplace-
Operator auf die Ortsvariable x = (x1,...,2,)" wirkt.
e Fiir die inhomogene Gleichung sei f : €2 x [0, co|— R eine gegebene Funktion.

Ziel: (Formel von d'Alembert)



Ziel: (Formel von d'Alembert)
Betrachte das eindimensionale Anfangswertproblem

ut —uzz =0 in R x [0, 00],
u=g,us =h auf R x {t=0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen.
Ziel: Direkte Methode zur Losung.



mit g, h gegebene Anfangsbedingungen.
Ziel: Direkte Methode zur Losung. o

Satz: (Formel von d'Alembert)
Eine Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

ugt —uzz =0 in R x [0,00],
u=g,us =h auf R x {t=0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen, ist gegeben durch die Formel von d'Alembert:

T+t
ue.t) = 3lol+0)+9@—0+5 [ he) dy

Bemerkung: Damit die so gewonnene Losung u(z,t) eine differenzierbare Losung
der Wellengleichung ist, muss gelten:

uw e C?R) und h e CHR). e
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