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Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung



Definition

Definition: (PDG 2. Ordnung)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben

durch
" n
Z Qjjig,z; + Z biug, + fu=g.
ij=1 i=1
Dabei sind die Terme a;;, b;, f und g Funktionen von x = (z1,...,2,) i

Den ersten Term der Gleichung nennt man den Hauptteil der PDG.
Es gelte oBdA:
a<.<.,-(x) = Gj,'(X), 1,_] =1,... .

Spezialfall: Falls a;; = const. fiiri,j = 1,...,n, so lasst sich die PDG
in Matrixschreibweise darstellen:

(VTAV)u+ (b"V)u + fu=g,

mit A = (a;;)i j=1,..,n Symmetrische Matrix und b = (by,...,b,).



Definition: (PDG 2. Ordnung)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben

durch
n n
Z QijUg;z; T Z b@umz + fu = g.
ij=1 i=1
Dabei sind die Terme a;;, b;, f und g Funktionen von x = (z1,...,7,) .

Den ersten Term der Gleichung nennt man den Hauptteil der PDG.
Es gelte oBdA:

aij(x) :aji(x), ’i,j — 1,...,n.



Spezialfall: Falls a;; = const. fur i,5 =1,...,n, so lasst sich die PDG
In Matrixschreibweise darstellen:

(V'AV)u + (b'V)u + fu =g,

mit A = (a;;)i j=1....n Symmetrische Matrix und b = (b1, ...,by).



Diagonalform

Bemerkungen:
e Gegeben sei die PDG in Matrixschreibweise:
(VTAV)u+ (bT Vju+ fu =g,
mit A = (ay;)i j=1,....n Symmetrisch, konstant.

Haup

. ¢ \\J nra ] tra
Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar;

D=25§148,

wobei S orthogonal (< h ! = 5 ) gewahlt werden kann.

Ansatz: (Herleizng won Normalfomer )

« Yorwends Koarn natznzeansfarmarar:

o Setze 90y

MiL ufa Zusammenfassung: Lost u die Gleichung
. il uix

(VT AV u+ (b Wi+ fu—g,
50 erhalten wir fiir i« die PDG

(VISTASa = (b'SV)i+ fi—=g

Vouix:

Definition: (Diagonalform)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = [ag )i ;... konstant und symmetrisch)

(VTAVIu+ (b Viu+ fu=g.
Dann st die zugehdrige Diagonalform der PDG gegeben durch
(VTDVa+((STh) Vie+ fi=g

mit Diagonalmatrix £ = §'AS und §'S = fd. Dabei ist b= b(Sy) und

Fiy) = FiS¥), iy} = g(Sy).
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Bemerkungen:

e Gegeben sei die PDG in Matrixschreibweise:
(V'AV)u+ (b' V)u + fu=g,

mit A = (a;;): j=1,... n» Symmetrisch, konstant.

o
Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar:
D =S8"1AS,
wobei S orthogonal gewahlt werden kann.

Normalformen)

entransformation:



wobei S orthogonal

Ansatz: (Herleitung von Normalformen)

e Verwende Koordinatentransformation:

x=9y & y=8Tx

e Setze u(y) := u(Sy).
e Mit u(x) = a(S"x) folgt:
du _ = 0u 9y,
ox; poet Qy; 0z’
o Wegen g% = s;; gilt
ou = ot
dx; ; " By,
e Das bedeutet aber gerade
Vu(x) = SV, (S " x)
e Formal: V, = SV,
e Transponieren: V, = (SV,)" =V, S'.



Zusammenfassung: Lost u die Gleichung
(V'AV)u+ (b'Vu+ fu=g,
so erhalten wir fur u die PDG

(VTSTASV)a+ (b"SV)a + fi = §



- (§V,)T =V]ST.

Definition: (Diagonalform)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (asj)i,j=1...n konstant und symmetrisch)

(VTAV)u+ (b'V)u + fu=g.
Dann st die zugehorige Diagonalform der PDG gegeben durch
(VI DV)i+ ((STb) V)i + fii = g

mit Diagonalmatrix D = STAS und STS = Id. Dabei ist b := b(Sy) und
f(y) = f(Sy), 9(y) := 9(Sy).

O



Klassifikation

Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (a5 )i j=1....» konstant und symmetrisch)

(V' AV)u+ (b V)u + fu = g.
Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte der Matrix A.

1. Falls A; # 0 fur alle i = 1,...,n und haben alle \; gleiches Vorzeichen, so
heiBt die Gleichung elliptisch.

2. Falls \; # 0 firallei = 1,..., e und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
als die iibrigen n — 1 Eigenwerte, so heiBt die Gleichung hyperbolisch.

3. Gilt A 0 fur mindestens ein k ¢ {1,..., n}, so heiBt die Gleichung
parabolisch.

Beispiel: Betrachie die FDG 2. Ordnung mi. zoei unobndngigen Verablen:
iy

" e}
e

Bemerkung (Erveiterung fur nicht-kenstarte Koellizienten)
I3iz Typeirte lurg s e At | alle mi =-kanstanten Keefhzicnter cnweitern,
[ wias am folgenden Beispiel il ustriet wird. Se’

2) Wl Uy Uy H TR 0

Dann ist d'z Kootfzicazenmatrx A zezeben durch
I Diaganalform st dann grgeban durch ! et ziense * .

25 3
PR AT

Donn ist die Differantialgléichung Cie Dickriminanze D autet & — L — zp. Damit ist die Gleichung

1. alliptisch, f2ls Ay« hp = 1 L. saracoisch auf der Hyperbel @y — 1.
2. hyperbs sch, falls 5y - 5, 2. elligtisch in dea beiden <onvexen Bereichen > 1 und
3. poraboliscn, Falls by - de = 3. avpersolizch im zusammenhédnzenden Bereich xi ~ L. e

Frage: Wofir werden die Gleichungen klassifiziert?

Antwort: I'yvp ein charakteristisches Losungsverhalten aufweist!
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Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (a;;)i,j=1...n konstant und symmetrisch)

(VIAV)u+ (b'V)u + fu=g.
Seien \q,..., A, die Eigenwerte der Matrix A.

1. Falls A\; # 0 fir alle 2 = 1,...,n und haben alle \; gleiches Vorzeichen, so
heiBt die Gleichung elliptisch.

2. Falls \; #0furallei =1,...,n und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
als die ubrigen n — 1 Eigenwerte, so heiBt die Gleichung hyperbolisch.

3. Gilt Ay = 0 fur mindestens ein £k € {1,...,n}, so heiBt die Gleichung
parabolisch.

1angigen Variablen: Bemerkung: (Erweiterung fiir nicl



rluluvvnnuvnl.

Beispiel: Betrachte die PDG 2. Ordnung mit zwei unabhangigen Variablen:

O%u A% A%u 0%
a1 - '|‘a12 + +a22—+
Ox?

Oreo0x1 O0r10Ts Oz’
0 0
1)1(:1:1,sr:z)a—;1 + b2(:r:1,:z:z)a—;2 + f(z1,2)u = g(z1, 72).

Die Diagonalform ist dann gegeben durch

0%a 0%a ou _ ou -

M 4+ A= + P1—— + Po—— + fi = 3.

Dann ist die Differentialgleichung
1. elliptisch, falls A1 - Ao > 0;
2. hyperbolisch, falls A\ - Ay < 0;
3. parabolisch, falls A1 - Ao = 0.



Bemerkung: (Erweiterung fiir nicht-konstante Koeffizienten)
Die Typeinteilung lasst sich auf Falle mit nicht-konstanten Koeffizienten erweitern,
was am folgenden Beispiel illustriert wird: Sei

Dann ist die Koeffizientenmatrix A gegeben durch

A:[_yl ;1].

Die Diskriminante D lautet D = 1 — zy. Damit ist die Gleichung
1. parabolisch auf der Hyperbel xy =1,
2. elliptisch in den beiden konvexen Bereichen xy > 1 und

3. hyperbolisch im zusammenhangenden Bereich zy < 1.



2. elliptisch in den beiden konvexen Bereic

3. hyperbolisch im zusammenhangenden E

Frage: Wofur werden die Gleichungen klassifiziert?
Antwort: Welil jeder Typ ein charakteristisches Losungsverhalten aufweist!



Normalformen

Definition: (Normalformen partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
1. Die Normalform einer elliptischen PDG in n Variablen x = (z1,...,2,)7 ist

Au+Zb,u,, +fu=g.

n

2. Die Normalform einer hyperbolischen PDG in n+1 Variablen (x,t) = (x1,...,%n,t)"

ist n
wy — Au + Zb.—u,, + fu=g.
i
3. Die Normalform einer hyperbolischen PDG in n+1 Variablen (x, t) = (z1,..., Ty t)T
ist
n—1
Au + bouy Z biuz, + fu=g.
i
Bemerkung

Beispiele:
1. Die elliptische Laplace-Gleichung

Au = (.

2. Die hyperbolische Wellen-Gleichung
gy — Au = 0.

3. Die parabolische Warmeleitungs-Gleichung

uy — A,



Definition: (Normalformen partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)

T

1. Die Normalform einer elliptischen PDG in n Variablen x = (21,...,2,) "' ist

Au + Zbiuxi + fu=g.

i1

2. Die Normalform einer hyperbolischen PDG in n+1 Variablen (x,t) = (z1,...,2n,t) "
ist

n
Uy — Au + Zbiumi + fu=g.

11

3. Die Normalform einer hyperbolischen PDG in n+1 Variablen (x,t) = (z1,..., Ty, t) "

Ist
n—1

Au + bouy Z biuz, + fu=g.

i1

Bemerkung: in allen Fallen bezeichn \ den Laplace-Operator bezuglicl



Beispiele:
1. Die elliptische Laplace-Gleichung

Au = 0.

2. Die hyperbolische Wellen-Gleichung

uye — Au = 0.

3. Die parabolische Warmeleitungs-Gleichung

Uy — Au.



Wohlgestelltheit

Definition: (Korrekt gestelltes Problem)
Ein korrekt gestelltes Problem (auch wohlgestelltes Problem) besteht aus

e einer in einem Gebiet definierten partiellen Differentialgleichung, und

Abedi

® einem Satz von Anfangs- und/oder R,
so dass die folgenden Eigenschaften erfullt sind

1. Existenz Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfullt;

2. Eindeutigkeit:- Die Losung ist eindeutig;

3. Stabilitat: Die Losung hangt stetig von den Anfangs-/Randbedingungen ab
| €

‘ | [3)

. Beispiel: (Hadamard)
Beispiel: {Korrekt geste Ine Wellengleichung) Das Anfangswertproblem fiir die PDG

Das Anfangswertprozlem fir die e nd mensionale Wel engleichung

W Cun — 0 in [0, % =R il Ups + 1y, =0 in R?
wu=/ auf {t=0}xR i2; u=f auf & x {y=0}
me=y auf [{=D}x Kk [N

u, =g auf R x{y=0}

5L ein won gesizllles hyperbolisches Problen.
ist kein wohlgestelltes elliptisches Problem!
® Die eindeatig bestimmbe Losung st gegeben durch die Losungsdarstel lung vor
d Alembert:
b o
L.‘{: el Flr e . f

S

“ldz}. Tt

« Die Lécung hingt stetiz von der Datzn ab. dennes git

Flow 1812 5l : P

Beispiel: (Laplace-Gleichung)
Das Randwertproblem fiir die zweidimensionale Laplace-Gleichung

Uuw iy, = 0 in{{zy) e a®+y" <1}
u — g auf {(ry)eB?:27 +2 =1}

ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.
Die Losung (eindeutig) ist durch die Poissonsche Integralformel gegeben:

l—w'z—yz’f giz)
|

27 |]|=1 [x— =z

ulz,y) = 15

(1
(2)
(3)



Definition: (Korrekt gestelltes Problem)
Ein korrekt gestelltes Problem (auch wohlgestelltes Problem) besteht aus

e einer in einem Gebiet definierten partiellen Differentialgleichung, und
e einem Satz von Anfangs- und/oder Randbedingungen,

so dass die folgenden Eigenschaften erfullt sind:

1. Existenz: Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfullt;

2. Eindeutigkeit: Die Losung ist eindeutig;

3. Stabilitat: Die Losung hangt stetig von den Anfangs-/Randbedingungen ab

Beispiel: (Hadamard)



Beispiel: (Korrekt gestellte Wellengleichung)
Das Anfangswertproblem fur die eindimensionale Wellengleichung

Ugp — CUypy =0 in [0,00[xR (1)
u=f auf {t=0} xR (2)
ug =g auf {t=0} xR (3)

ist ein wohlgestelltes hyperbolisches Problem.

e Die eindeutig bestimmte Losung ist gegeben durch die Losungsdarstellung von
d'Alembert:

T+ct

u(t,x)zé(f(a:—ct)-l—f(l"l‘d)'*'%/

x—ct

g(z)dz) .

e Die Losung hangt stetig von den Daten ab, denn es gilt

lu = @lloo < [If = Flloo +tllg = Glloo-



Beispiel: (Hadamard)
Das Anfangswertproblem fur die PDG

Ugg + Uyy =0 In R?
u=f auf Rx {y=0}
uy, =g auf R x{y =0}

ist kein wohlgestelltes elliptisches Problem!

~~ o~
RN =
— —



Begrundung:

e Setze f(z) = g(x) =0, So ist die eindeutige Losung gegeben durch

u(x,y) = 0.
e Andererseits, falls f,(z) = 0 und g,(z) = +sin(nz), fir n € N, so ist die
Losung
1
Un(z,y) = — sin(nz) sinh(ny)
n
e Es gilt

lim f,=f=0 und lim g,=9=0
n—oo

n—oo

1
n2

e Aber wegen lim,, .., -5 sinh(ny) = oo (y # 0), erhalt man

lim wu, # u,
n—oo

die Losung hangt also nicht stetig von den Daten ab!
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Beispiel: (Laplace-Gleichung)
Das Randwertproblem fur die zweidimensionale Laplace-Gleichung

Upy + Uy, = 0 in{(z,y) ER?:2°+y* <1}
v = g auf {(z,y) eR?: 2% +y* =1}

ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.
Die Losung (eindeutig) ist durch die Poissonsche Integralformel gegeben:

" 12—y 9(z)
(z,y) j{

2T 2=1 lIx — z||?
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