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Definition: (Charakteristisches Differentialgleichungssystem)
Sei die skalare lineare homogene PDG 1. Ordnung

mn
Zai(x)u,j =0, xeR"
i=1
gegeben. Dann heiBt das autonome System gewdhnlicher DGL
x(t) = a(x(t))

das charakteristische Differentialgleichungssystem der PDG.
Losungsverfahren, die das charakteristische DGL-System verwenden,
heiBen Charakteristiken-Verfahren.
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Svterns (charDGLS) egiat sich sofwel:

Definition: (Cauchy-Problem)
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Definition: (Charakteristisches Differentialgleichungssystem)
Sei die skalare lineare homogene PDG 1. Ordnung

Z a;(x)uy, =0, xeR"
i=1

gegeben. Dann heiBt das autonome System gewohnlicher DGL

das charakteristische Differentialgleichungssystem der PDG.
Losungsverfahren, die das charakteristische DGL-System verwenden,
heiBen Charakteristiken-Verfahren.



Bemerkungen: (Charakteristiken-Verfahren)

e Mit Hilfe des charakteristischen DGL-Sytems (charDGLS) ergibt sich sofort:

ZaZ )z, (x(t)) =0

und damit u(x(t)) = const.. Diese Losung heiBt erstes Integral.

e Die Losungsmethode lasst sich auf quasilineare inhomogene PDG
n
Z a;(x,u)u,, = b(x,u), xeR"
erweitern, indem man das erweiterte Problem

Zai(x, w)Usz, + b(x,u)U, =0

1=1

fur U = U(x,u) betrachtet.



Definition: (Cauchy-Problem)
Fiir zeitabhangige Gleichungen mit Zeitvariable ¢ € I = [0, 00| und Ortsvariablen
x € R™ betrachtet man das auf ganz R" x I definierte Anfangswertproblem

Ut + zai(x,t,u)umi b(x,t,u) inR" x I
i=1
u = wug auf R"” x {t=0}

Dieses Problem nennt man Cauchy-Problem.



Beispiel: (Transportgleichung)
Die Transportgleichung

n
u +a-Vu = ut+Zaiumi =0
i=1

u(x,0) uo(x)

mit (x,t) € R™ x I besitzt das charDGLS
t(r) =1, #1(7) = a1,...,Zn(T) = an.

Mit ¢ = 7 bleiben die n Gleichungen z;(t) = a;. Die Losung ist also ein lineares

System der Form
x(t) =x9+a-t.

Auflosung nach xg und Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt als Losung

u(x,t) = up(x — at). o



Burgers
Gleichung

Beispiel: (nichtlineare skalare Erhaltungsgleichung)

Beispiel Das folgende Cauchy-Problem reprasentiert eine nichtlineare skalare Ernaltungsgle-

Gegenuber der Transportgleichung erhdhen wir die Kempledtit leicht, indem wir ichung in einer Raumdimension.
a = {x wahlen. Dafur betrachten wir die Gleichung aun in Z x I
B e+ flu).= 0 in R0, 0
u in Bx],
0.l a= ug auf Rx{i=0}

sifz) aul B x {t=0}

=1

ufx

x. xfl) ® f— f(u) gegeben, heiBt Mussfunksion,

® Charakteristische Gleichung: i =
o Diese PUG ist quasi-linear, weil sie geschricben werden kann als

® Lésung der Charaterstischen Gleichung: z(t) = xyexp
) . p el - 0
® Lésung des AWP: w(x.t) — sin |zexp |

L

mit a(u) = f(u).

® ofu) heiBt auch lokale Ausbreitungsgeschwindigheit

Beispiel: (Burgers Gleichung)
Die Burgers Gleichung ist gegeben durch die Flussfunktion f(u) =
das Cauchy-Problem

baw. durch

wtuu,= 0 in Rx]0, >
u= u; afRx{t=0}

® Die Losung ist gegeben durch u(f) = xy + fug{xg)

o Falls g gegeben ist durch

wyir)=4 1l-z

dann entwickelt () fur ¢ > 1 eine Singularitat.
o Eine klassische Lésung der Burgers Gleichung existiert nur loka! fiir 0 < ¢ < 1.

® Die lokale Losung lautet fur £ [0,7]:

ulz.t} =
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Beispiel:
Gegenuber der Transportgleichung erhohen wir die Komplexitat leicht, indem wir
a = tx wahlen. Daflr betrachten wir die Gleichung nun in R x I:

Us + txu, = 0 in Rx]0, oo]
u(x,0) = sin(z) auf R x {t = 0}

e Charakteristische Gleichung: & = tz, z(0) = xo.

e Losung der Charakteristischen Gleichung: z(t) = zgexp (%)

e Losung des AWP: u(z,t) = sin [x exp (—%)}

Beisbiel: (Bureers Gleichune)



Beispiel: (nichtlineare skalare Erhaltungsgleichung)
Das folgende Cauchy-Problem reprasentiert eine nichtlineare skalare Erhaltungsgle-
ichung in einer Raumdimension.

ur+ f(u)y = 0 in Rx]0, oo]
U= ug auf R x {t =0}

o f = f(u) gegeben, heiBt Flussfunktion.

e Diese PDG ist quasi-linear, weil sie geschrieben werden kann als
ut + a(u)u, =0

mit a(u) = f'(u).

e a(u) heiBt auch lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit.

n f(u) = % hrw. durch



v u\w) — J \w).

e a(u) heiBt auch lokale Ausbreitungsgeschwindigke

Beispiel: (Burgers Gleichung)
Die Burgers Gleichung ist gegeben durch die Flussfunktion f(u) = % bzw. durch
das Cauchy-Problem

ug +uuy = 0 in Rx]0, oo
u= o auf R x {t =0} .

t=>1

e Die Losung ist gegeben durch u(t) = xg + tug(zo).

e Falls ug gegeben ist durch

1 : <0
u(z)=< 1—2 : 0<z<1
0 : z>1

dann entwickelt z(t) fir ¢ — 1 eine Singularitat.

Eine klassische Losung der Burgers Gleichung existiert nur lokal fir 0 < ¢ < 1.

[ ]
e Die lokale Losung lautet fiir t € [0, 1[:
1 r<l1
u(z,t) = ((11__1")) : 0<t<z<1
0 z>1



Fazit: Die skalare Erhaltungsgleichung, gegeben durch das Cauchy-Problem

ur + f(u)y = 0 in Rx]0, oo
u= ug auf R x {t = 0}

hat im Allgemeinen keine globale Losung.

Frage: was geschieht fur ¢ > 1, also nach der Singularitat?



Allgemeine skalare
Erhaltungsgleichung

Dafinition® { sompakter T-ager
Der Triger einzr Fanktion § 1 B* —» 12 ist die Mangs

SR
B2 e airpshle Menge, 5o speechan wir wun eive Furkeon il keenpakisn
Teagrr o

Bemerkung

® s b viele d (Mbare FunkUoren mil kemoaklem Treger

sird wicati fiir die Thaorie und Mumerik partzller DG

Bemerkung: (Testfunktion)

® Sei v: R x [0oc[-+ R diff'bare Funktion mit kompaktem Triger.

Satz: (Rankine-Hugoniot Bedingung) . B hte die skalare Erhal gleichung w#, — flu). = 0. multipliziere mit

Ist . = #(t) die StoBfront einer StoBwellenlésung von ue + f{x), = 0, so gilt fiir v und integriere:
die StoBgeschwindigkeit #(t) die Rankine Hugoniot Bedingung .
. 0 - / [ (ug + Su)e)v dede
| o
§ x px e X e
[u) - f [ daae [ w0yt 0y e [ [ flow, e
v Jo o S Sox
o o Mit Anfangsbedingung w(z,0) = uo(x) ergibt sich

% px -
j f (g + f(u)vy) dadt +/ wolx)elx,0) dz = 0.
0 Jox .

« Eine solche Funktion v heiBt Testfunktion

Definition: {schwache Lasung)
Eine Funktion u € L™(R x 1), 0c(1 heit Integralidsung oder schwache Lésung der
Erhaltungsglechung uw, + fu i, falls fur alle Testfunkticnen v gilt:

e

W1e = 07 eavint, s dow 3 _eaw R .
{wrwe + S
Jo S o

¢ Lesung des PG 1st und o 53 5 — i »dudt / wg(x)vizx,0) dz = 0

Bemerkung
bes =t sits Feib SicBrzzcvaindigueit.
* Eine Ir keine dfferer

* Sie gar Sprungstellen besitzen

Definition: [Riemannproblem)
Das Anfangswertproblem

we=fla)e= U in & |
W= wg AR {e=0]

heiBt Riemannaroblem fiir die skalare Erhaltungsgleichung. o
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Definition: (kompakter Trager)
Der Trager einer Funktion f : R™ — R ist die Menge

tr(f) :={x € R*: f(x) # 0}.

Ist tr(f) eine kompakte Menge, so sprechen wir von einer Funktion mit kompaktem

Trager.
©

Bemerkung:

e [Es gibt viele diff'bare Funktionen mit kompaktem Trager.

e Sie sind wichtig fur die Theorie und Numerik partieller DGL.

Bemerkung: (T

o Seiv:R X



Bemerkung: (Testfunktion)
e Sei v: R X [0oo[— R diff’bare Funktion mit kompaktem Trager.

e Betrachte die skalare Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0, multipliziere mit
v und integriere:

0 = /Ooo /_Z(ut + f(u)z)v dxdt

= _/000 /_Z uvy drdt — /_Z u(x,0)v(x,0) dr — /000 /_O; f(u)v, dzdt.

e Mit Anfangsbedingung u(z,0) = ug(x) ergibt sich
/ / (uvg + f(u)vg) dzdt —I—/ uo(x)v(z,0) dx = 0.
0 —00 —00

e Eine solche Funktion v heiBt Testfunktion.



e Eine solche Funktion v heil3t Testfunktion.

Definition: (schwache Losung)
Eine Funktion u € L*°(R x [0, 00[) heiBt Integrallosung oder schwache Losung der
Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0, falls fur alle Testfunktionen v gilt:

/Ooo /_o;(uvt + f(u)vy) dzdt + /_o; uo(z)v(z,0) dz = 0.

Bemerkung:
e Eine Integrallosung muss keine differenzierbare Funktion sein!

e Sie kann sogar Sprungstellen besitzen.



Definition: (Riemannproblem)
Das Anfangswertproblem

us + f(u), = 0 in Rx|0, oo
U= ug auf R x {t =0}

mit unstetigen Anfangsbedingungen

v - <0
uo(:c):{ur x>0

heiBt Riemannproblem fur die skalare Erhaltungsgleichung.



Definition: (StoBwellenlosung)
Eine StoBwellenlosung u ist eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung Das
Anfangswertproblem

wenn eine StoBfront x = s(t), s € C! existiert, so dass u jeweils fiir z < s(¢) und
x > s(t) eine klassische Losung der PGD ist und u bei x = s(t) ein Sprungstelle
mit Sprunghohe

[u](t) = u(s(t)",t) — u(s(t)",?)

besitzt. $(¢) heiBt StoBgeschwindigkeit.

NDefinitinn: (Rierr



e Sie sir

Satz: (Rankine-Hugoniot Bedingung)
Ist x = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlosung von u; + f(u), = 0, so gilt fir
die StoBgeschwindigkeit $(¢) die Rankine-Hugoniot Bedingung

ST Fluls(t) ™, 1) — flu(s(®t)",1))

§=

[wl  uls(t)7,t) —uls(t)*, )

5
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