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Motivation

Transportgleichung:
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Transportgleichung;:
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Transport von Rauchwolken
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Transport von Vulkanasche

Eyjafjallajokull Eruption, Mai 2010
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Satellitenbeobachtung Simulation
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Olausbreitung

Satellitenaufnahmen des Deepwater Horizon Unfalls
April 2010

Ocean currents
likely to carry
oil to Atlantic
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Arctischer Ozonabbau

Vorgegebenes Windfeld in Arctischer Stratosphare (ca. 18 km Hohe)
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Transport eines ozonarmen Luftpakets

PLOT: tracer wvarioble (el Jarn Belvens. 1998



FLOF: fracer varioble el Jdarn Gehrens, 1998



Erhaltungsprinzip

Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Erhaltung) her!

Masse M im Kontrollvolumen V

M:/Vp(a:) dx




Massenbalance

Massenanderung

(2 [ora)an

Fluss-Rate (Uber Rander)
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|
Kontinuitéatsgleichung

Anwendung des Gauld'schen Integralsatzes:

| oty do = [ - (pv) do

ﬁ/ p(x) dr = _/ V. (pv) dx qgiltfiralle V
ot \V4 %




Variationsprinzip

Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Minimierung) her!

Solution

Membran = Minimalflache

Minimierungsproblem: Minimiere Beugungsenergie

J = / \/1 + Oy, u? + O0p,u? dridre = min
Q

ulpo = ¢




Herleitung

Fur
Vu = (0p,u,0z,u) K 1,

(d.h. Vu klein), nehmen wir an

1
1+ 020+ 02,u 1+ 2 (02, u+ 62,u)

.
J = 5 / (O, u® + Op,u?) dridxs < min
Q



Poisson Gleichung

Setze: F(u, Oy, U, Op, 1) := Oy, u* + Op,u’

Dann gilt:

1
Falls J = 5 / (O, u? + Oy, u?) drido < min
O

Au:= (05, + 95 Ju=0



Erhaltungsprinzip

Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Erhaltung) her!

Variationsprinzip
Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Minimierung) her!

Membran = Minimalflache i

Minimierungsproblem: Minimiere Beugungsenergie

Masse M im Kontrollvolumen V

M=/Vp(x) dz

J = / V1 + Oy u? + Opyu? diydey < min
o

o = ¢



Notationen und
Definitionen

Definition: (Partielle Diff )
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

P (x ulx) i u a'u 9 u ('}"u) °
T T Oy, ‘geryt o 'nadxy' ' ovx,

fir eine gesuchte Funktion u : 1) — ®™, D ¢ R™, heibit ein System partieller
Differentialgleichungen (PDG oder PDE) fiur die m Funktionen uy(x),

St {X).

Tritt eine der partiellen Ableitungen p-ter Ordnung (,,‘.,,l‘:"__:'-,,n +-) explizit auf, so
spricht man von einer PDG der Ordnung p.

Bemerkung. In Anwendungen lrelen lypischenveise
{Systeme ven) PDG erster und zweiter Ordnung auf.

Bamerkungan

® |7 Arwendungen treten ot Orsveriubien ol X = (..., 200
Hiiutiz st .

Definition: (lineare/nichtlineare PDG)
* Frsavchand

hanfig sire Zaiteatiakle 2

erreichnet: (o R,

= Berachte d.

dite o e ity UG in fi 4 11 Weriablen

ist.

I |’xﬂ.u1x.:,'..2
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2. Eine PDG heifit semilinear, falls F{x, u.

by gt o) 8 ist und die Koeffizienten nur von X = (1,....2)
» Diffzrenzialodzaioren we = abhhnge]n.
T. div. 2ot A . ; - e . .
3. Eine PDG heiBt quasilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen
bezizx gich daan stets 2 die i Qemariaklen, zum 33saiz < 8 ar,"?’.‘jm. <o o ist. Die Koeffizienten konnen dann von x,u, 22,...,
abhangen,
4. In allen anderen Fallen heiBt die PDG nichtlinear.

Beispicle
1. Skalare lineare PDG 1. Ordnung in zwei Variablan

ay i, yite + sl

1y = bir, gy = elz,yl

Skalare quasilinear PDG 1. Ordnung in zwei Variablen:

o (2, y,u)u: — azlr. y, vy

3 ala B2y, el U v

4

1. Eine PDG heiBt linear, falls F(x, u. ...} affin-linear in den Variablen u, z’,

..} affin-linear in den Variablen

]
ol
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Definition: (Partielle Differentialgleichung)
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

p p p
F(x,u(x) ou ou oPu OPu au):O

Oz1) " Oz 0Pz, P 1,01y 0Py,

fur eine gesuchte Funktion u : D — R™, D C R", heiBt ein System partieller
Differentialgleichungen (PDG oder PDE) fiir die m Funktionen uq(x), ..., umy(X).

Tritt eine der partiellen Ableitungen p-ter Ordnung (aplml‘r’fgpnmn) explizit auf, so
spricht man von einer PDG der Ordnung p.

Bemerkung: In Anwendungen treten typischerweise
(Systeme von) PDG erster und zweiter Ordnung auf.



Definition: (lineare/nichtlineare PDG)

1. Eine PDG heiBt linear, falls F(x, u, .. .) affin-linear in den Variablen u, %, ey g;},‘
Ist.

2. Eine PDG heiBt semilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen

oPu oPu oPu - : _ . T
927 5ab om0 " Oah ist und die Koeffizienten nur von x = (z1,...,xy,)
abhangen.

3. Eine PDG heiBt quasilinear, falls F(x,u,...) affin-linear in den Variablen
0u ou 0fu Ou oP " lu
oz’ 8:1:’1)_18332"”’ oxy, 70z 9Pl

abhangen.

ist. Die Koeffizienten konnen dann von x,u

4. In allen anderen Fallen heiBt die PDG nichtlinear.



Beispiele:

1. Skalare lineare PDG 1. Ordnung in zwei Variablen:
a1 (2, y)uz + az(x, y)uy + b(z, y)u = c(z,y).
2. Skalare quasilinear PDG 1. Ordnung in zwei Variablen:
a1(z,y, u)ug + az(z,y, u)uy+ = g(z,y,u).

3. Semilineares System von PDG 2. Ordnung in n Variablen:

n
E aij(xl, . ,xn)umimj =b(T1,...,Tn, W, Ug,..., Uz, ).
1,j=1

4. Nichtlineare skalier PDG 1. Ordnung in zwei Variablen:

(u$)2 + (’Ufy)2 - f(xvyaua Uy - uy)



(Systeme von) PDG erster und zweit:

Bemerkungen:
e In Anwendungen treten oft Ortsvariablen auf: x = (wl,...,x,,)T € R".
Haufig ist n = 3.

e Entsprechend ist haufig eine Zeitvariable ausgezeichnet: ¢t € R.

e Betrachte dann die allgemeinte PDG in (n + 1) Variablen

¥ ? ,81:17...’6"[;”’at’...,axyl)’...,8tp - *

e Differentialoperatoren wie etwa
V, div, rot, A

beziehen sich dann stets auf die n Ortsvariablen, zum Beispiel

. "\ 0
div = ; oz,

n 82
A= 2 g2



Mathematische
Modellierung mit PDG

Reynoldscher Transportsatz
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Diffusionsgleichung A



Reynoldscher Transportsatz

Vorbemerkungen:
Zur Zeit t = 0 nehme eine physikalische GroBe ein Gebiet (beschrankte offene
Menge) Dy € R™ ein.

it/Osbome_Reynolds.jpg

sind beispielsweise Ladung (Elektrodynamik |

Die l;unktion o(y.t) beschr‘eibe die Veranderung eines P‘unktesyg € D‘0 in‘de‘r‘ Z;it:
6:Dyx[0,T) = Dy CR", Dy:={é(y.t):y € Do}
Die Trajektorie von y € 1)y ist die Abbildung
Tt oy t) e D,

und P
Eé(y,t) =:v(o(y,t).t)
bezeichnet das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen GroBe.

Theorem: (Reynoldscher Transportsatz) Osborne Reynolds (1842-1912)
Fiir eine beliebige differenziertere, skalare Funktion F': D; x [0, 7] — R gilt:

i [ s ac= [ [5rev ()] mo ax

Erinnere: divy =V -y.



Vorbemerkungen:

Zur Zeit t = 0 nehme eine physikalische GroBe ein Gebiet (beschrankte offene
Menge) Dy C R™ ein.

Die Funktion ¢(y, t) beschreibe die Veranderung eines Punktes yo € Dy in der Zeit:
¢:Dgx[0,T] > Dy CR"™, D;:={¢(y,t):y € Do}.
Die Trajektorie von y € Dy ist die Abbildung
T:t+— ¢(y,t) € Dy

und
26(7,1) = V(O(y, 1)1

bezeichnet das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen GroBe.



Beweisidee:

e Transformiere linke Seite von D; auf Dy:

f(xt) dx= [ f(o(yt),t)J(y,t) dy,
D; Do

wobei J(y,t) = det(Dy¢(y,t)) die Jacobi-Matrix von ¢(y,t) beziiglich y
sel.

e Berechne die zeitliche Ableitung der obigen rechten Seite:

d

i |, f(o(yt), t)J(y,t) dy.

e Transformiere dann zuriick auf das zeitabhangige Gebiet D;.



T:t— Ply,t) € Dy
und

(,%cb(y,t) = v(B(y. 1).t)

bezeichnet das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen GroBe.

Theorem: (Reynoldscher Transportsatz)
Fiir eine beliebige differenziertere, skalare Funktion F': Dy x [0,T] — R gilt:

d

i [ fenax=[ S+ ()| () ax



Kontinuitatsgleichung

Kontinuitatsgleichung:
e Seinun pix, 1) die Massendichte einer physikalischen GroBe (z.B. Fluiddichte).

e Es gelte ein Erhaltungsprinzip der Form

d .
@ '/;). p(x.t) dx=0.

e Nach Reynoldschem Transportsatz gilt dann:

d
/ [;—!;) +V- [/;\")} (x,0) dx = 0.
D, Lf

e Da D, C R"™ beliebige Teilmenge, gilt die PDG (Kontinuitdtsgleichung):

d g \ ¢ ‘
= plx.t) + V- (pv)(x,t) = 0.
at

Time: 0,00 h

Flussfunktion:

o Schreibe die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe einer Flussfunktion q{x,t):

%p(x.ﬁ' +V-q(x.t) =0,
e Wir vermeiden zwei unbekannte GroBen p und q in einer Gleichung durch
gix.t) = qlp(x, ), Vpix,i),...).
o Beispiel: Der Fluss q ist proportional zur Dichte p, also
qix,t) —a-pix,t), ack".
¢ Dann erhalten wir die (Transportgleichung):
a

—p(x.t)+a-Vo(x, 1) =0.
art e !

ash concentration [kg/m” ]

i



Kontinuitatsgleichung:
e Sei nun p(x,t) die Massendichte einer physikalischen GroBe (z.B. Fluiddichte).

e Es gelte ein Erhaltungsprinzip der Form

d

- t) dx = 0.
dt Dtp(x’) *

e Nach Reynoldschem Transportsatz gilt dann:
0
/ —p+ V- (pv)]| (x,t) dx = 0.
p, LOt
e Da D; C R" beliebige Teilmenge, gilt die PDG (Kontinuitatsgleichung):

%p(x, t)+ V- (pv)(x,t) =0.




Flussfunktion:

e Schreibe die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe einer Flussfunktion q(x, t):

ap(x, t)+V-q(x,t) =0.

e Wir vermeiden zwei unbekannte GroBen p und q in einer Gleichung durch
q(x,t) = q(p(x,t), Vp(x,1),...).
e Beispiel: Der Fluss q ist proportional zur Dichte p, also
a(x,t) =a- p(x,t), aecR".

e Dann erhalten wir die (Transportgleichung):

%p(x, t)+a-Vp(x,t) =0.




Lon [degree]

100 110 120
I

| | | 1 11 | L1 [ (1 1 1 i J 1 .[ | I I S R 1 |

ash concentration [kg/m” ]

1,000e-01 0,325 0,55 0,775 1,000e+00

Time: (),00 h lﬁlllllllllll“_lllllllll|




Diffusionsgleichung

Wiarmeleitung oder Diffusion:
e Die Funktion p(x,t) beschreibe nun:

— chemische Konzentration
— Temperatur
— elektro-statisches Potential

o Der Fluss q sei proportional zum Gradienten von p (mit umgekehrtem Vorze-

ichen):
q(x.t) = —aVp(x,t), 0<acR.
e Dann folgt:
J
&p(x. t)+ V- (—aVp(x,t)) = 0
a
= ap(x,t) = alp(x,t).

e Mit @ := 1 erhalten wir die Warmeleitungsgleichung
(oder Diffusionsgleichung):

2 plx.t) = dofx, )

Bemerkung;:
Die Abschlussrelation
q(x! f,) = —a,Vp(x., t)

nennt man
e das Ficksche Gesetz der Diffusion,
e das Fouriersche Gesetz der Warmeleitung, oder
e das Ohmsche Gesetz der elektrischen Ladung.

Beobachtung:
Drei verschiedene physikalische Probleme liefern dieselbe mathematische Gleichung!



Warmeleitung oder Diffusion:
e Die Funktion p(x,t) beschreibe nun:

— chemische Konzentration
— Temperatur

— elektro-statisches Potential

e Der Fluss q sei proportional zum Gradienten von p (mit umgekehrtem Vorze-
ichen):
q(x,t) = —aVp(x,t), 0<acR.

e Dann folgt:
0
ap(x, t)+ V- (—aVp(x,t)) = 0
0
= &p(x’ t) = alAp(x,t).

e Mit a := 1 erhalten wir die Warmeleitungsgleichung
(oder Diffusionsgleichung):

0
ap(xa t) - Ap(xa t)'



Bemerkung:
Die Abschlussrelation
q(X7 t) — —CLV,O(X, t)

nennt man
e das Ficksche Gesetz der Diffusion,
e das Fouriersche Gesetz der Warmeleitung, oder
e das Ohmsche Gesetz der elektrischen Ladung.

Beobachtung:
Drei verschiedene physikalische Probleme liefern dieselbe mathematische Gleichung!
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