2.3 Skalare Erhaltungsgleichungen
Das Cauchy—Problem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 00)
U = ug auf R x {t = 0}

hat im Allgemeinen keine globale Losung.

Die Burgers Gleichung aus dem letzten Abschnitt mit der Anfangsbedingung

1 ; <0
up(z) =¢ 11—z : O<ze<l1
0 ; x>1

besitzt nur auf dem Zeitintervall [0, 1) die klassische Losung

1 o <t
u(:c,t)={ (1—-x)/(1—-t) : 0<t<z<1
O o >1
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Was passiertfur:t > 1 ?

Zunachst: Funktionen mit kompaktem Trager

Definition:

Der Trager einer Funktion f : R — R ist die Menge
(x €R": f(x) # 0}

Ist der Trager einer Funktion kompakt, so sprechen wir von einer
Funktion mit kompaktem Trager.

Bemerkung:

Es gibt (viele) differenzierbare, ja sogar unendlich oft differenzierbare
Funktionen mit kompaktem Trager. Diese spielen in der modernen
Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen eine
entscheidende Rolle.
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Was passiert fur¢ > 1 ?

Seiv : R x [0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit kompaktem Trager.

Multiplizieren wir u; + f(u); = O mit v und integrieren Uber
R x [0, c0), so erhalten wir

0 = //(ut—l—f(u)x)vdwdt

@)

= —/ / uvrdxdt — / uo(w)v(x,O)dx—7O70f(u)vxdacdt
0 —o0

— 0
Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = ug(x) ergibt sich

oo oo

/ / (uvy + f(u)vg) dedt + 70 ug(z)v(z,0)dr =0

0 —o©
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Definition:
Eine differenzierbare Funktion v : R x [0, c0) — R mit kompaktem Trager nennt
man auch eine Testfunktion.

Definition:
Eine Funktion © € L°°(R x [0, c0)) nennt man eine Integrallosung
oder schwache Losung, falls die Beziehung

oo oo

]

0
fur alle Testfunktionen v erfullt ist.

(uvr + f(u)vg) dedt + / ug(x)v(x,0)dr = 0

Bemerkung:

Eine Integrallosung muf3 keine differenzierbare Funktion sein, sondern
kann sogar Sprungstellen besitzen.
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Definition: Das Anfangswertproblem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 00)
u = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

I T A A 0
uO(w)_{ur x>0

nennt man ein Riemannproblem fur skalare Erhaltungsgleichungen.
Beispiel: Ein Riemannproblem fir die Burgers Gleichung lautet

ut +uugy =0 inR x (0, c0)
U = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

. uj <0
uO(m)_{ur x>0
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Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

1) StoBwellenlosung bei der Burgers Gleichung
FOr u; #= u, ist die sogenannte StolBwelle
oy o < s(t)
u(z,t) = { ur x> s(t)
eine Integrallosung.

Dabei bezeichnet die Funktion s(t) die Lage der StoBfront, d.h. der Unste-
tigkeitsstelle oder Sprungstelle.

Die StoR3front bewegt sich mit der Geschwindigkeit s(¢) wobei
LF] _ fQuy) — f(ur)

[u] B Uy — Ur

5(t) =

und s(0) = O ist.

Diese Beziehung nennt man die Rankine—Hugoniot Bedingung.
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Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

2) Verdunnungswelle bei der Burger’s Gleichung

FOr u; < u, ist die sogenannte Verdinnungswelle eine Integrallosung:

"

u; r < upt

Xr
u(zx,t) =« - wt <z < upt

Ur . T > urt

\

Man beachte, dass die Losung u(x, t) eine stetige Funktion ist.

Die Losung ist entlang der Geraden x = u;t und x = wu, t aber nicht diffe-
renzierbar und daher nur eine Integrallosung.
Bemerkung:

FOr u; < wu, stellt sich die Frage, welche der Losungen (StoBwelle oder
Verdunnungswelle) physikalisch von Bedeutung ist. Es wird sich zeigen, dass
nur die Verdinnungswelle relevant ist.
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Beschreibung der StoBwellenlosung

Definition:
Eine StoBwellenlosung u ist eine Integralldsung der Erhaltungsgleichung

Ut+f(U)qj — 07

wenn eine sogenannte StoBfront z = s(t), s € C1 existiert, sodass u jeweils fiir
x < s(t) und = > s(t) eine klassische Losung der PDE ist und u bei x = s(t)
eine Sprungstelle mit Sprunghdhe

[u] (1) = u(s(®)T,t) — u(s(t) 7, 1)
besitzt. Die GroBe s(t) nennt man die Sto3geschwindigkeit.

Satz:

Ist £ = s(t) die StoB3front einer StoBwellenlésung von u; + f(u); = O, so gilt
fur die Stol3geschwindigkeit s die Rankine—Hugoniot Bedingung

o U fu(s@®)7, 1) — Flu(s(t)T,t)
[u] u(s(t)—,t) — u(s(t)"‘,t)
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Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung

Eine Integrallosung erflllt die Beziehung

xD
%/u(f,t)df = f(u(zy, 1)) — flulz2,1))

Wahlen wir 1 < s(t) < x> so folgt:

s(t) 2
% [ ulede+ [ uleDde | = fluler,6)) = f(ulza, 1))
x1 s(t)

Dau(x,t) firxz < s(t) und z > s(t) nach Definition eine differenzierbare Lésung
ist, konnen wir unter den beiden Integralen ableiten:
t
s(t) 3

9 P
{ a;‘dus'u(s(t),t>+(/t)a‘t‘ds—s'u(s(t)+,t)+f2—f1=o
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Also

s(t) D
0 . _ 0 .
/ SodE+ suls()7, 1) + (/t) Sode —su(s) T, ) + fo— f1 =0

mit
f1:= flu(zq,t)), fo = f(u(zo,t))

Im Grenzfall z;1 — s(¢)~ und zo — s(t)T verschwinden die Integrale und wir
erhalten

su(s(t) 7, ) —su(s()T, 1) = f(u(s(t) 7)) — fu(s(®)T))

Dies ist aber gerade die Rankine—Hugoniot Bedingung in der Form

1
[u]
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Beispiel
Wir betrachten die Burgers Gleichung mit der unstetigen Anfangsbedingung
oy 2 <0
uo(@) = { ur . x>0
und u; > uy-.

Die Rankine—Hugoniot Bedingung lautet

u? /2 — u? w; — ur) (w4 ur
s U w2 —wr/2  (y ) (v + )=%(uz—|—ur)

]l w - 2(u; — ur)

Damit lautet die StoBwellenlosung dieses Problems

u - ox < %(ul + ur)t
u(x,t) = )
ur x> 5(u+ur)t
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Beschreibung der Verdiinnungswelle
Wir betrachten das Riemannproblem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 00)
U = uQ auf R x {t = 0}
mit der unstetigen Anfangsbedingung
; <0
wol@)={ W 1150
wobei nun u; < uy gelte.

Zusatzlich nehmen wir an, dass f € C2(R) und f” > 0 gilt, d.h. die
Flussfunktion sei strikt konvex.

Schlief3lich setzen wir noch

g:= (N1
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Nach Annahme ist die Flussfunktion f strikt konvex, d.h. f’ ist streng
monoton wachsend. Also gilt:
u <ur = f(u) < f(ur)

Es gibt daher genau zwei Typen von Charakteristiken, namlich

x(t) =xz0+ f'(u)t und z(t) = a0+ f'(ur)t

Diese beiden Kurvenscharen flullen aber nicht den ganzen Raum
R x R4 aus, sondern es entsteht ein Bereich €2, der nicht
durchlaufen wird:

Q= {(x,t) eRx Ry : ') t<ax< f(ur) -t}

In €2 liefert die Methode der Charakteristiken keine Werte und wir
konnen im Prinzip die Losung auf €2 mit einer beliebigen
Integrallosung fllen.
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Satz:
Flr u; < wu, ist die Verdlinnungswelle gegeben durch

p

(7] < f’(uﬁt
u(z,t) ;=1 glz/t) : fllupt <z < f'(ur)t
Uy x> f(ur)t

\

eine Integrallosung des Riemannproblems. Insbesondere ist die
Verdinnungswelle eine stetige Funktion.

Beweis:

Stetigkeit der Verdinnungswelle: Die kritischen Punkte liegen bei

r= f'(u)t und == f'(ur)t
Hier qilt

(f’(uz) t
g

t

) = g(f'(w)) = (f)"(F (w)) = vy
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sowie

t

o (F420) = o'y = ()2 Cwrd) =

Weiter ist die Verdlinnungswelle konstant fiir x < f/(w;) t und z > f’(u,) t und
|0st daher die vorgegebene Erhaltungsgleichung.

Fir f/(u))t < = < f'(ur)t berechnet man
w = — 5@/t

Fwe = Fole/D)e= 1 (oa/tNT D = 2

Daraus folgt, dass g(xz/t) ebenfalls die Gleichung u; + f(u), = 0 I8st.

Mit der Stetigkeit folgt daraus, dass die Verdiunnungswelle tatsachlich eine Inte-
gralldsung ist.
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Problem: Integrallosungen sind nicht eindeutig!!
Beispiel:
Wir betrachten wieder die Burgers Gleichung mit der Anfangsbedingung

0O : <0
uo(@) = 1 : >0

Dann erhalten wir zum Beispiel die beiden Integrallosungen

0o zxz<Lt/2
“1(”””5)_{1 x> 1)2
und
O : =<0
up(z,t) =< x/t : 0<ax<t
1 x>t

Die erste LOsung reprasentiert eine StoBwelle, die zweite eine
Verdunnungswelle.
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Welche der beiden ist die physikalisch richtige Losung?

Man benotigt eine Zusatzbedingung, die die physikalisch richtige
Integrallosung aussucht.

Definition:

Eine Integralldsung heif3t Entropielosung, falls die Losung die folgende Entro-
piebedingung (Lax—Oleinik—Bedingung) erfullt:

4C > 0, sodass furalle z,z € R, t > O mit z > 0 gilt

u(t,z 4+ 2) —u(t,z) < %z

Satz:

Erfallt eine Integrallosung die oben angegebene Entropiebedingung, so ist diese
Losung eindeutig, d.h. Entropielosungen sind eindeutige Losungen.
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