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Aufgabe 1) [10 Punkte]

Bestimmen Sie mit Hilfe des Produktansatzes u(x,t) = v(z)w(t) eine Losung der Anfangs-
randwertaufgabe

Uit — Mgy = 0 0<x<g, t € RY,
: T
u(z,0) = 3-sin(6x) , OSxSE,
5 7r
u(z,0) = mx — 227, O§x§§,

u(0,t) = u(g,t) =0 t>0
Losung zur Aufgabe 1:
Ein Produktansatz der Form u(x,t) = v(z) - w(t) liefert die bekannte RWA

U”<I>

v(x)

= < 0(0) = 0(3) =0

2
Wegen v(0) = v(3) = 0 erhélt man nur fiir A = ( ) = (2k)? | nichttriviale

Loésungen, und zwar: vg(x) = sin(2kz) . [1 Punkt]

Die Differentialgleichung fiir wy, lautet somit:
w;’(t) = —9\; - wk(t) <

mit den Losungen wy(t) = ay cos(6kt) + by sin( 6kt) .

Wir erhalten also

Z ar, cos(6kt) + by sin(6kt)) sin(2kx)
k=1

Zu erfiillen sind noch die Anfangsbedingungen. Aus

u(z,0) = Z ay, sin(2kx) = 3sin (6x) .

k=1

folgt ’ az =3, ar =0 Vk # 3. ‘ [2 Punkte]

Wegen uy(x,t) Z —6k ay, sin(6kt) + 6k by, cos(6kt)) sin(2kx)

k=1

lautet die zweite Anfangsbedingung

u(z,0) = Z 6k by, sin(2kx) = nz — 227 [1 Punkt]

k=1

Wir bestimmen die Fourier-Koeffizienten der ungerade, m—periodisch fortgesetzten rechten
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Seite: )
4 3
By = — /2(7790 — 22%)sin(2kx)dr [1 Punkt]
T Jo
4 —cos(2kz) |7 4 [F — cos(2
_ 4 — o) cos(2kz) |2 _/ (r — 42) cos(2kx) I
T 2k 0 T Jo 2k
4 sin(2kz) |2 4 (% sin(2kz)
S A7 o it R B s i A
ST T N T ok
4 cos(2kx) 2 2(1 — cos(km))
- - - Punkt
r 2k |, = [3 Punkte]
1— k
Damit erhalten wir | by == 2t = %(ﬂ [1 Punkt]
und
u(z,t) = 3cos(18t) sin(6z) + f: 1 = cos(km) sin( 6kt) sin(2kz) | [1 Punkt]
T p 3k
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Aufgabe 2) [10 Punkte]

a) Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(zx,t):
ut+%uz:—4u, reR, teRT,
u(z,0) = 2sin(x) reR.
b) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe fiir u(z,t):
ut—l—“;uxzo, reR, teRf
u(z,0) = 2 4 arctan(z) reR.

(i) Sind die Charakteristiken Geraden? Begriinden Sie Ihre Antwort.
(ii) Skizzieren Sie die Charakteristik durch den Punkt (0,0).

Losung zur Aufgabe 2:

a) Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
-1 —= 2t)=Lt+C = 20—t=C [l Punkt]

dt 2
o — —dy — & —— —4dt — In(|u]) = —4t+ d
u| = e~ . d, d € RY

Da u = 0 ebenfalls eine Losung ist, erhalten wir
u(x(t),t) = D-e %, DeR oder D= u-e'. [2 Punkte]

Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen, liefert die allgemeine Losung:

D= f(C) = u-e'= f(2x —t) = u(z,t) = e f(2x —t). [1 Punkt]

Die Anfangsbedingung verlangt:
u(x,0) = - f(2z —0) =2 sin(r) = f(z) = 2sin(3). [1 Punkt]

u(z,t) = 2e*sin (z — %). [1 Punkt]

ut+“§uw:0, reR, teRT
u(z,0) = 2 + arctan(z) z € R.

(i) Fiir die Charakteristiken erhdlt man, einerseits

dv — () = u ist also konstant entlang der Charakteristiken. [1 Punkt]

w2

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung Cc% = 5.

Die Steigung der Charakteristiken ist also Konstant. Es handelt sich um
Geraden. [1 Punkt]
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(ii)) Die Charakteristik durch den Punkt (0,0) ist eine Gerade (z(t),t) durch (0,0)
mit

2 t 2
x(t) = “(02’0)2 = (2 + arctan(0)) = 2, also die Gerade z = 2t. [1 Punkt]

2
Skizze [1 Punkt]
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Aufgabe 3) [4 Punkte]

Priifen Sie, welche der unten angegebenen Funktionen u*, @, @ eine physikalisch sinnvolle
Viskositatslosung der Anfangswertaufgabe

w + uu, = 0, r€R, te R
2 furxz<0
u(,0) = S
1 firx>0.
ist.
2 fiirx < 1t 2 firx < 3t
u*(x,t): 1.,.11‘1'_?, ﬂ([[‘,t)z T.II'.T_?Z)v
1 furz>s5t, 1 furz > 5t.
2 fir z <0,
i(z,t)= q2—-% fir0<z<t,
1 fiirz >t.

Losung zur Aufgabe 3:
u* erfillt nicht die Sprungbedingung: s(t) = 2. [1 Punkt]

@ ist eine Viskositédtslosung, die die Sprungbedingung erfiillt. [1 Punkt]

@ ist keine Losung der Differentialgleichung . Denn zum Beispiel fiir 0 < z < t gilt:

U+ 0h, = 5 + (2-2)(F) = 22 £ 0, fir z #t. [2 Punkte]

t 2



