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Aufgabe 1) [10 Punkte]

Bestimmen Sie mit Hilfe des Produktansatzes u(x, t) = v(x)w(t) eine Lösung der Anfangs-
randwertaufgabe

utt − 9uxx = 0 0 < x <
π

2
, t ∈ R+,

u(x, 0) = 3 · sin (6x) , 0 ≤ x ≤ π

2
,

ut(x, 0) = πx − 2x2 , 0 ≤ x ≤ π

2
,

u(0, t) = u(
π

2
, t) = 0 t ≥ 0.

Lösung zur Aufgabe 1:

Ein Produktansatz der Form u(x, t) = v(x) · w(t) liefert die bekannte RWA

v′′(x)

v(x)
= −λ, v(0) = v(π

2
) = 0

Wegen v(0) = v(π
2
) = 0 erhält man nur für λk =

(
kπ
π
2

)2

= (2k)2 nichttriviale

Lösungen, und zwar: vk(x) = sin ( 2kx ) . [1 Punkt]

Die Differentialgleichung für wk lautet somit:
w′′k(t) = −9λk · wk(t) ⇐⇒

mit den Lösungen wk(t) = ak cos(6kt) + bk sin( 6kt) .

Wir erhalten also

u(x, t) =
∞∑
k=1

(ak cos(6kt) + bk sin( 6kt)) sin(2kx)

Zu erfüllen sind noch die Anfangsbedingungen. Aus

u(x, 0) =
∞∑
k=1

ak sin(2kx)
!

= 3 sin (6x) .

folgt a3 = 3, ak = 0 ∀k 6= 3 . [2 Punkte]

Wegen ut(x, t) =
∞∑
k=1

(−6k ak sin(6kt) + 6k bk cos(6kt)) sin(2kx)

lautet die zweite Anfangsbedingung

ut(x, 0) =
∞∑
k=1

6k bk sin(2kx)
!

= πx − 2x2 [1 Punkt]

Wir bestimmen die Fourier-Koeffizienten der ungerade, π−periodisch fortgesetzten rechten



Differentialgleichungen II, SoSe 2017 31.08.2017 (Hinze) 3

Seite:

Bk =
4

π

∫ π
2

0

(πx − 2x2) sin(2kx)dx [1 Punkt]

=
4

π
(πx − 2x2)

− cos(2kx)

2k

∣∣∣∣π2
0

− 4

π

∫ π
2

0

(π − 4x)
− cos(2kx)

2k
dx

=
4

2kπ
(π − 4x)

sin(2kx)

2k

∣∣∣∣π2
0

− 4

2kπ

∫ π
2

0

− 4
sin(2kx)

2k
dx

= − 4

k2π

cos(2kx)

2k

∣∣∣∣π2
0

=
2(1− cos(kπ))

k3π
[3 Punkte]

Damit erhalten wir bk = = Bk
6k

=
1− cos(kπ)

3k4π
. [1 Punkt]

und

u(x, t) = 3 cos(18t) sin(6x) +
∞∑
k=1

1− cos(kπ)

3k4π
sin( 6kt) sin(2kx) [1 Punkt]
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Aufgabe 2) [10 Punkte]

a) Berechnen Sie die Lösung der folgenden Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut + 1
2
ux = − 4u, x ∈ R, t ∈ R+,

u(x, 0) = 2 sin(x) x ∈ R .

b) Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut + u2

2
ux = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) = 2 + arctan(x) x ∈ R .

(i) Sind die Charakteristiken Geraden? Begründen Sie Ihre Antwort.

(ii) Skizzieren Sie die Charakteristik durch den Punkt (0, 0).

Lösung zur Aufgabe 2:

a) Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
dx
dt

= 1
2

=⇒ x(t) = t
2

+ C =⇒ 2x− t = C [1 Punkt]

du
dt

= − 4u =⇒ du
u

= = − 4 dt =⇒ ln(|u|) = −4t+ d

|u| = e−4t · d̃, d̃ ∈ R+

Da u = 0 ebenfalls eine Lösung ist, erhalten wir

u(x(t), t) = D · e−4t, D ∈ R oder D = u · e4t. [2 Punkte]

Anwendung des Satzes über implizite Funktionen, liefert die allgemeine Lösung:

D = f(C) =⇒ u · e4t = f(2x− t) =⇒ u(x, t) = e−4t · f(2x− t). [1 Punkt]

Die Anfangsbedingung verlangt:

u(x, 0) = e0 · f(2x− 0)
!

= 2 sin(x) =⇒ f(x) = 2 sin(x
2
) . [1 Punkt]

u(x, t) = 2 e−4t sin
(
x− t

2

)
. [1 Punkt]

b)

ut + u2

2
ux = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) = 2 + arctan(x) x ∈ R .

(i) Für die Charakteristiken erhält man, einerseits
du
dt

= 0 =⇒ u ist also konstant entlang der Charakteristiken. [1 Punkt]

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung dx
dt

= u2

2
.

Die Steigung der Charakteristiken ist also Konstant. Es handelt sich um
Geraden. [1 Punkt]
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(ii) Die Charakteristik durch den Punkt (0, 0) ist eine Gerade (x(t), t) durch (0, 0)
mit

ẋ(t) = u(0,0)2

2
=

(2 + arctan(0))2

2
= 2 , also die Gerade x = 2t . [1 Punkt]

Skizze [1 Punkt]
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Aufgabe 3) [4 Punkte]

Prüfen Sie, welche der unten angegebenen Funktionen u∗, ũ, û eine physikalisch sinnvolle
Viskositätslösung der Anfangswertaufgabe

ut + uux = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) =

{
2 für x ≤ 0,

1 für x > 0 .
,

ist.

u∗(x, t) =

{
2 für x ≤ 1

2
t,

1 für x > 1
2
t ,

ũ(x, t) =

{
2 für x ≤ 3

2
t,

1 für x > 3
2
t .

û(x, t) =


2 für x ≤ 0,

2− x
t

für 0 < x ≤ t,

1 für x > t .

Lösung zur Aufgabe 3:

u∗ erfüllt nicht die Sprungbedingung: ṡ(t) = 1+2
2

. [1 Punkt]

ũ ist eine Viskositätslösung, die die Sprungbedingung erfüllt. [1 Punkt]

û ist keine Lösung der Differentialgleichung . Denn zum Beispiel für 0 < x < t gilt:

ût + û ûx = x
t2

+ (2− x
t
)(−1

t
) = 2x−2t

t2
6= 0, für x 6= t. [2 Punkte]


