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Klausurberatung Differentialgleichungen |l fur
Studierende der Ingenieurwissenschaften

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Ver-
anstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusatzlichen
Erlauterungen konnen diese Unterlagen irrefiihrend sein.

Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend
der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Die Aufzihlung wichtiger Themen bedeutet NICHT den Ausschluss anderer
Themen fiir die Klausur.

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!

24 Punkte!



Haufigste Themen der letzten Klausuren

e Charakteristikenmethode quasilineare Differentialgleichung

us(x,t) + alx,t,u) uz(x,t) = blx,t,u).

Hilfsproblem :
U +a-U, +0-U, = (1)
dt dx du
o= 1 o= a(x,t,u), o b(x,t,u)
oder (mit ¢ als Parameter)
dx du
i a(x,t,u), o = b(x,t,u). (2)

Passende Aufgaben: Blatter 2



e Burgers- und ahnliche Gleichungen, Verdiinnungs- und
StoBBwellen

us(x,t) + vuz(x,t) = 0.

dx du

— =ulz(t),t)=u, — =0 (3)
Charakteristikensteigung hangt nur von u ab

u ist konstant auf Charakteristik

Charakteristiken sind Geraden.

StoB- und Verdiinnungswellen

Passende Aufgaben: Blatter 3



e Wellengleichung

- ARWA z € [0,L]CR
— Inhomogene Randwerte: Homogenisierung der Randwerte
— Homogene Randwerte: unbedingt geschlossene Losungsdar-

stellungen verwenden! — Anfangsbedingungen aufschreiben
— Eventuell Koeffizientenvergleich sonst Fourier-Reihen

Passende Aufgaben: Blatter 4 und B5-P1



e Laplace-/Potentialgleichung, Poisson-Gleichung

— Poisson-Gleichung: nur radialsymmetrisch Au = f(r)
Passende Aufgaben: 5H-1B,

— Laplace, polar: auf Kreis/Ring/Sektor
Wir haben wieder geschlossene Losungsdarstellungen
Passende Aufgaben: B6-P2

— Laplace, kartesisch: auf Rechteck
Passende Aufgaben: B6-H1, B6-H2

— Eigenschaften harmonischer Funktionen

Mittelwerteigenschaft, Maximumprinzip
Passende Aufgaben: B6-P1, B6-H1



e ARWA Waiarmeleitungsgleichung

Wie bei der Wellengleichung:

— Inhomogene Randwerte: Homogenisierung der Randwerte

— Homogene Randwerte: unbedingt geschlossene Losungsdar-
stellungen verwenden!

Passende Aufgaben: 7P-1, (Homogenisierung: 4H-2).



e Absolut notwendige Techniken

— gewohnliche DGL [6sen
— Ganz einfache Integrale, partielle Integration,
— Fourier-Koeffizienten berechnen,

— polar < — — — > kartesisch



Blatt 1:

P1: Losungen Eigenwertaufgabe vy = Ay, y(0) = y(L) =0

P2: Berechnung von Fourier-Koeffizienten

Blatt 2:

P1, P2, H1: Charakteristiken-Methode, AWA

H2a: Alternative zu Charakteristiken-Methode,

H2b: Charakteristiken-Methode.



Blatt 3:

Pla: Burgers-Gleichung: zwei Verdiinnungswellen, Schwache
Losung

P1b: Burgers-Gleichung: zwei StoBwellen, Viskositatslosung

P2: Burgers- ahnliche Gleichung, Charakterisktiken, Losung nur
fir endliche ¢

H1la: Burgers- dhnliche Gleichung: stetige Anfangsdaten, monoton
fallend,

H1lb: Sind die Charakteristiken Geraden?

Hlc: andere Anfangsdaten, Charakteristiken skizzieren

H2a: Verkehrsmodell, Kontinuitatsgleiichung herleiten.



H2b: Burgers- ahnlich: Entropiebedingung
i) Kontinuitatsgleichung (u; + g, = 0) aufstellen.

ii) Sind Charakteristiken Geraden? Steigungen der Charakteristi-
ken bestimmen.

iii) Skizzieren der Charakteristiken, Rankine-Hugoniot-Bedingung
(Viskositatslosung)

Blatt 4: (Wellengleichung)
P1: AWA Wellengleichung, 1-D, d'Alembert

P2: ARWA Wellengleichung,1-D, homogene DGL, homogene
Randwerte

Hl: uy + auyy + bu,, = 0 mittels Substitution |6sen.

10



H2: ARWA Wellengleichung, inhomogene Randwerte, DGL nach
Homogenisierung der Randwerte auch homogen

Blatt 5:

P: Wellengleichung inhomogen, ARWA, Randwerte = 0
H1la) Au = 0 in polar herleiten.

H1lb) Radialsymmetrische Lésung auf Ring

H2) Wellengleichung 3D
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Blatt 6:

P1: Priifen ob Funktion harmonisch, Mittelwerteigenschaft
P2: Laplace-Gleichung polar (Innenraum)

Hl: Au= -2

Hla: Zeige v=u—+ ... lost Au =20

H1lb: Maximumprinzip fiir v

Hlc: Max/Min von u(0,0)

H2: Laplace-Gleichung auf Rechteck,

Randwerte auf einer Kante # 0, Fourier-Koeffizienten berechnen

12



Blatt 7:

P1: ARWA Warmeleitung, Fourier-Koeffizienten berechnen
P2: Schwache Formulierung 1D, Testfunktionen, Vorteil?
H1: Schwache Formulierung 2D

H2: Finite Elemente
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Zusammenstellung geschlossener Losungsformeln
(ohne  Gewdhr, bitte vor der Klausur mit Vorle-
sung/Formelsammlung abgleichen!)

Wellengleichung:
A) AWA, homogen:

Ut — C* gy = 0, u(x,0) = f(z), 4(x,0) = g(x), z € R

x+ct
u(x,t) == [f(x+ct)+ f(x—ct)] + i/ g(a) da

1
2 2c xr—ct
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B) ARWA, homogen, homogene Randwerte:

Upp — gy = 0, re(0,L),t>0
u(x,0) = uo(x), ug(z,0) = wo(z)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0 W=

(0, L)
L

Z | A cos (ckwt) + By sin (ckwt)] sin (kwz)
k=1

u(x,0) = Z Ag sin (kwz) = uo(x)
k=1

@

us(x,0) = Z ckw - By sin (kwx) = wo(x)
k=1
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Eventuell Koeffizientenvergleich moglich. Sonst:

2 (" 2 [
A = z/o ug(a) sin(kwa) da, By = ey wo () sin(kwa) da

L 2 [*
bzw. B = —bg mit b, = — / wo(a) sin(kwa) da,
ckm L J
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C) Inhomogene Differentialgleichung, homogene Randdaten

Ut — CUyy = h(x,1) c>0,z€ (0,L),t>0
u(x,0) = up(x) xz € (0,L),
us(x,0) = vo(x) xz € (0,L),
u(0,t) = 0 t >0,
u(L,t) = 0 t >0,
Mit w =T

u(x,t) = Z qr(t) sin(kwx)
k=1




Lose: q) (t) + *k*w?qr(t) = cx(t), qx(0) = ag, q.(0) = by,

o L
Mit: ax = 7 / uo(x) sin(kwzx) dz.
0

9 L
b, = — / vo(x) sin(kwx) dx.
L Jo

2

lt) = - /0 h(z. 1) sin(kwz) dz.

Fourier-Koeffizienten evtl. liber Koeffizientenvergleich berechnen!
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D) ARWA, inhomogene Randwerte:

Upp — Uy = 0, re(0,L),t>0

u(x,0) = ug(x), us(x,0) = wo(x) x € (0,L)
u(0,t) = g(t) u(L,t) = h(t) t >0

Randwerte homogenisieren :
v(@,t) = u(z,t) — g(t) — =(h(t) — g(t))
ergibt neue Aufgabe fiir v mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogene Wellengleichung : Fall B)
Falls neue Dgl. inhomogene Wellengleichung : Fall C)
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Warmeleitungsgleichung
) ARWA, homogen, homogene Randwerte

U — CUpy = O c>0,ze€(0,L),t>0

u(z,0) = uO( ) z € |0, L],

u(0,t) = t >0,

u(L,t) = t >0,

u(x,t) = Z ake_cw2k2t sin(kwx) W= %
k=1

u(xz,0) = Z aj sin(kwx) - uo(x) Wenn moglich Koeffizientenvergleich
k=1

2 .
ap = Z / uo(aj) Sm(kwx) dx falls Koeff'nvergleich nicht moglich
0
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I1) ARWA, inhomogen, homogene Randwerte :

Up — Clgy = h(x,t), re(0,L),t>0

u(x,0) = up(x), x e (0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t >0

111) ARWA, inhomogene Randwerte:

U — Clge = h(x,t), e (0,L),t>0

w(z,0) =ug(z),  z€(0,L)
w(0,t) = f(t)  u(L,t)=g() t>0
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Randwerte homogenisieren

ergibt neue Aufgabe fiir v mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogen : Typ ).
Falls neue Dgl. inhomogen : Typ II).
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Potentialgleichung bzw. Laplace Gleichung

Allgemeiner Ansatz:

u(r, @) = co+ doln(r) + » (cxr™ + dpr®)(ay cos(ke) + by sin(ke))
k

Wenn r = 0 zum Gebiet gehort In und negative r—Potenzen
steichen.

Wenn lim, _, ., im Gebiet: In und positive r—Potenzen streichen.

Dann vorgegebene Randdaten in den Ansatz einsetzen.
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Beispiele:

Charakteristikensteigung unabhangig von u:

Ut + 2xu, = —tu, reR, teRT,

u(x,0) = cos(x)e™ ™.

d—x:2x :>d—x:2dt
dit x

Also z(t) = ci1e?! und ¢; = ze™ %t

d
Auf den Charakteristiken gilt d—? = —tu
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Also u = cse

Setze c5 = f(c1):

2 2
u-eT = flze ™) <= u = e T fae™?)

Jetzt f bestimmen mit den Anfangswerten, also ¢t = O:

u(xz,0) = e_g . f(ze*Y) = cos(x)e ™
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Burgers und dhnliche Gleichung mit nicht stetigen
Anfangsdaten

Gesucht: Entropieldsung (Viskositatslosung) der Burger's Glei-
chung u; +uu, =0 fir 0 <t < t*

0 x <1,
u(z,0) =< 2 1 <x <3,
0 3 < .

Hier ist eventuell eine Zeichnung hilfreicher als rechnen.

Im Pkt (1,0) entwickelt sich Verdiinnungswelle
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SC—SC(O).

u(x,t) = ;

Im Pkt (3,0) entwickelt sich StoBwelle mit Geschwindigkeit

Es gilt zundchst (bis StoB- und Verdiinnungswelle aufeinander
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treffen)

0 r <1,

1< <1+ 2t
u(z,t) =¢ 1 -

1+ 2t <2 <3+t
0 3+t < x-

Die StoBwelle trifft auf die Verdiinnungswelle, wenn
142t =341

Zwel Verdiinnungswellen
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Zwei StoBwellen
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