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Kapitel 4: Die Laplacegleichung
In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Laplacegleichung

/ Al
STMLHMQ/L — AUZO, ’U,:’U,(X), XEDCRn offen

Sy =eu
und der zugehorigen Poissongleichung

/ =eolU %'\C %rfﬂ/& L}xujt — — —
> Au = f
M e = oU Jff
mit vorgegebener rechten Seite f = f(x).

Definition:
Eine C2—Funktion v = u(x), die die Laplacegleichung erfilllt, d.h. es gilt
Au = 0,

nennt man eine harmonische Funktion.
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4.1 Die Fundamentallosung

Wir versuchen zunachst, eine explizite Losung der Laplacegleichung zu

berechnen, mit Hilfe der wir weitere LOsungsdarstellungen ableiten konnen.

Beobachtung:
Der Laplaceoperator A ist invariant gegenuber Rotationen in R™
Losungsansatz:

r=|x|=(f+...+22)1/?
. ) |

Man rechnet leicht nach: 5 - &/ (ay 9—%

Ol 42220y =Y (5 £0)
ox; 2 r
und damitqgiltfar: = 1,...,n
: 2
Ux; — v’(r)ﬂ, Ug,x; = U”(T) ‘I' UI(T) <_ — CE_)
T

[N
- o2l [ L
AU ZA MK}-O(L- = ME) p X+ V@) (;gw/]__ %% zﬂ o -\ (rq JC\J@, <(n /7
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Wir erhalten also

Au =" (r) + no 11}’(7“)
r
und mit Aw = 0 ergibt sich die gewohnliche Differentialgleichung
—1
COGL 20 fw b () (1) = 0

-
Setzen wir # 0, so lost w die lineare Differentialgleichung
(

n—1 / W th =N
_DQL A0S Pova M w = — . w (/Q’"u)::) :,f
Die allgemeine Ldsung dieser Gleichung ist gegeben durch 4 w = -k~ }me +c
o )
w(r) = 5 L =g«

mit einer Konstanten o € R. Fur v(r) gilt demnach
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Die Gleichung flr v konnen wir integrieren und bekommen damit eine
Losung in der Form

b

—blogr +c¢ (n=2)
v(r)Z{

2 +c (n > 3)
mit den beiden Konstanten b und c. L
Definition: o H=n i
Die Funktion -

(1

- 10g (n=2)
Pd(x) =« 2m L W)
e (> 3) 7L4

| n(n —2)a(n)

definiert fur z € R”,nennt man die Fundamentallosung der

Laplacegleichung. Die Konstante a(n) bezeichnet dabei das
Volumen der Einheitskugel im R™. « () < L
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Bemerkung:

Die Fundamentallosung ist flr alle x 7%= O eine harmonische Funktion.
Beispiel:

Fir x € R3 gilt vol (K1(0)) = a(3) = 4x/3 und damit ist die
Fundamentallosung gegeben durch

P(x) = Em

Satz: (Darstellung der Losung der Poissonggleichung)
Eine LOsung der Possiongleichung

—Au=f inR"
ist gegeben durch Vo bt =4
u(x) = [ ®x—y)f(y)dy

R’I’L
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4.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen

Die Mittelwerteigenschaft: PR

Eine besondere Eigenschaft._harmonischer Funktionen ist, dass der
Funktionswert an einer Stelle x stets gleich dem Mittelwert von u
tber eine Kugel mit Mittelpunkt x bzw. der zugehorigen Sphare

um x ist.

Satz: -0

Sei U C R™ eine offene Menge. Ist w € C2(U) harmonisch, dann gilt

(x) ][ ds d e

X ) = — Nlee ) <

“ OB (x,r) “ B(x,r) e ( )

fur jede Kugel B(x,r) C U. @

Notation: §uw;
otation:

B(ac;z)

Bei Mittelungen Uber die Kugel oder die Sphare schreiben wir

1
][ ~ VoI(B(x,7))

Axn) 15(»( )

< .
3 & (q) wt (2B ) 5e (e )




Beweis:
Wir definieren flr festes x € U die Funktion ¢(r) durch

o(r) = ]gB oy M AS(Y) = ]gB o1y HOEF 77 dS(2)
Dann qilt

&' (r) = ]gB(O,l) Du(x+rz) -zdS(z)

und mit Hilfe der Greenschen Formeln erhalten wir

@ - ]gB(X,T) Duly)- : ; : 45(y)

ou
]éB(X,r) on 45(y)

= T4 Du(y)dy=0 | {2 e

— . n JB(x,r)
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Damit ist ¢ konstant und es gilt N

(Nﬁ/@ A
. . \/‘
o(r) = lggg) o(t) = tlgg DB (x.) u(y) dS(y) = u(x)

Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schlief3lich
M ’2X. C/LV} UjQ/%
nic

/udy:] / uds | ds gi{;

B(x,r) 0 0B(x,s) |l | I

=

= u(X)/na(n)sn_lds = a(n)r"u(x)
0

Damit ergibt sich gerade die Mittelwertformel

1
u(x) = a(n)rn B(/ ) udy
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Es qilt auch folgende Umkehrung
Satz:

Fir die Funktion w € C2(U) gelte

u(x) = ]éB(X,T) udS

fir jede Kugel B(x,r) C U, dann ist « harmonisch.
Beweis:

Ist Au #~ 0, so existiert eine Kugel B(x,r) C U, sodass Awu > 0 innerhalb von
B(x,r) gilt. Wir wissen aber, dass

0=¢/() =" fB oy D) dy >0

was zu einem Widerspruch fuhrt. Also ist « harmonisch.
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Das Maximumprinzip harmonischer Funktionen:

Ssu=D

Satz: Seiu € C2(U) N C(U) harmonisch in U. Dann gilt:
1) Maximumprinzip

max u(x) = max u(x)

2) Starkes Maximumprinzip
Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt xg € U mit

u(xp) = Maxu(x)
xcU

so folgt, dass u auf U konstant ist.

Beweisidee:

Verwende auf geeignete Weise die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funk-
tionen.

74



-
[ o
w=o 0l

Endi A fnt
{—outf v j
= [l
/ { -
- o U
“vgln

[~ o
(el A
VCor
Ao u)

L\Jg,._.o_
| .. Vh&ww k/\}@%!,bv‘-‘/;— Lk
f&a;(h”“"( o EL’W



Wichtige Folgerung aus dem Maximumprinzip:
= Eindeutige Losung der Randwertaufgabe

Satz: Seig € C(OU), f € C(U). Dann existiert hochstens eine Lésung u €
C2(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au
U

Beweis: _ OQ,I_ uj

Seien uq und u» zwei Losungen. Dann [6st w = +(u1 — uo) das
Randwertproblem

—Aw/ = 0 inU [T = O Zrms v
uw) = 0 aufoU

Aus dem Maximumprinzip folgt dann direkt

/V( fweu =0 =v—uU
O\

w==+(u; —up) =0

identisch auf U und daher gilt w1 = u».
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