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5.1 Losungen mittels Produktansatzen
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

(

¢ u(xz,0) =un(x)  0<x<m >t
| u(0,t) =(a(t)) u(m,t)=b(t) : 0<t<T 5 /
Wir suchen eine Losung mittels des Produktansatzes: V
u(z,t) = p(z) - q(t) [

Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung ergibt

p(z)q(t) = q(t)p"(z)

und damit die Beziehung

q(®) _ p"(x)
q(t)  p(z)

(p(z) # 0, q(t) = 0)
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In der Gleichung

q(t) _ p"(x)
q(t)  p(z)

(p(z) # 0, q(t) # 0)

steht
e auf der linken Seite ein Term, der nur von t abhangt,
e auf der rechten Seite ein Term, der nur von x abhangt.

Daraus folgt
qt) _ p"(x)

q(t)  p(z)

Wir erhalten also die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

qg(t) +6q(t)=0 und p'(z)+p(z) =0

= const =: —§
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Die allgemeine Losung der Gleichung ¢(t) + 6 g(¢t) = 0 ist gegeben durch

q(t) = coe %,

Die Lésung der Gleichung p”(z) + d p(z) = 0 hangt entscheidend von der
Konstanten ¢ ab:

1) Far 6 = O lautet die allgemeine Losung

p(x) = c1z + co
2) Fur 6 < O lautet die allgemeine Losung
p(z) = cre VIl 4 cpeV/Iol
3) Fir 6 > 0 lautet die allgemeine Losung

p(z) = ¢15in(vVdz) + o cos(Véx)
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Ohne Bericksichtigung der vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen er-
halten wir Gber den Produktansatz folgende Losungsklassen:

u(z,t) = cge”t- (crx + o)
w(z,t) = coe . (cre=VIIT 1 cpeVI0lT
u(z,t) = cge - (c1sin(Voz) 4 co cos(vVéx))
Die vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen lauten
u(x,0) = ug(x), u(0,t) = a(t), u(m,t) = b(t)

Fazit:

Die Parametermenge {cg,c1,c2,6} kann i.A. nicht gegebene Funktionen
ug(x), a(t) und b(t) beschreiben.

Der Produktansatz liefert nur bei speziellen Anfangs— und Randbedingungen ei-
ne explizite Losung.
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| "Ux(‘ﬁ;f) = - e_,“T@) -:4:1‘30

Beispiel:
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

( Ut = Ugx O <ze<m, 0<t<T
¢ u(x,0) = sinx 1 0<z <7
L u(0,t) =(0/u(mt)=0) 0<t<T

Aufgrund der vorgegebenéh Randbedingungen fallen grundsatzlich die
ersten beiden Losungsklassen aus. Es bleibt also

u(z,t) = cge 0t (cq sin(Voz) 4 ¢ cos(vVéx)) =1
Wegen der Vorgabe u(xz, 0) = sin x erhalten wir die Losung =

Das Beispiel sieht etwas kulnstlich aus, ist es aber nicht!
= Uy (x1) =t anx




Kapitel 7: Fourier—-Methoden bei partiellen Differentialgleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir allgemeine Fourier—Methoden zur
(approximativen) Losung von Anfangs—, Randwert— und
Anfangsrandwertaufgaben.

7.1. Beispiel: Fourier—Methoden bei gewohnlichen DGL's
Gegeben sei das eindimensionale Randwertproblem:

d%u

—wa—Q = f(z), O0<z<l
w(0) = 0 ‘
u(l) = O

Anwendung:
Die Losung u(xz) beschreibt die Gleichgewichtslage eines eingespannten
hangenden Seils mit Spannung 7" und extern angreifender Kraft f(x).
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Wir betrachten zunachst den Spezialfall:

f(x) = Z cp, SiN (mlm)

n=1
mit vorgegebenen Koeffizienten cq, . .., cy.
Die Inhomogenitat f(x) erfillt insbesondere die homogenen
Randbedingungen

F(O)=f) =0

und wir suchen daher eine Losung des Randwertproblems in der Form

u(x) = Z bp, SiN (mlrac)

Damit sind die homogenenen Randbedlngungen far alle
Losungskoeffizienten b1, ..., by € R erflllt und wir versuchen die
Koeffizienten b, so zu bestimmen, dass u(x) eine Lésung der
vorgegebenen DGL ist.
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Einsetzen in die DGL ergibt:

FUr die Koeffizienten b1, ..., by Qilt also
ZQCn
bnzm, n=1,...,N

und wir erhalten demnach als Losung des Randwertproblems

N 2
l“c . /nTx
w@ =3 goamasn ()

n=1

Beispiel:

N 2 2 N
T
3 ”22” bnsin<—m;x) = cnsm(_"j”

)

Fir die Inhomogenitat f(xz) = sin(wz) — 2sin(2nx) + 5sin(37x)

und ! = T = 1 lautet die Losung
1 1

u(e) = g sin(ma) — 5 sin(2me) + % sin(3mz)
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Der allgemeine Fall:

Approximiere f(x) durch eine endliche Fourier—Reihe f(x), d.h.

fn(z) = Z cn SiN (mlraz)

mit den Fourier—Koeffizienten _,

/f(w)Slﬂ (mlm:) de, n=1,...

Siehe Analysis II: Founer—Relhen (Kapitel 10, 11)

Eine approximative Losung des Randwertproblems mit
Inhomogenitat f(x) ist dann gegeben durch:
N 12

C ; nmTx
w@ =3 7o ()

n=1
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Beispiel:
Wir betrachten das Randwertproblem

du 0<z<1 =
— = x

dz?

u(0) = O

u(l) = O

Die exakte Losung laf3t sich durch Integration berechnen:
5132 5133
u'(z) = —E—I—a =  u(x) = —E—I—aac—l—b
Mit den Randbedingungen «(0) = u(1) = O folgt:

3 1

1
u(x) = e + &%= 633(1 — z2)
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Wir berechnen nun zunachst die Fourier—Koeffizienten der Funktion

f(z) =z,
also i 1
1 o e 3
. 2(_1)n—l—1
cn=2/x5|n(n7r:1:)d:c= , n=1,....N
nw
0
Damit ergibt sich eine approximative Losung in der Form
N N +1
u = sin = sin
M@ = Y gsintme) = 3 = e sin(nm)
Wir erhalten etwa
(2) = 2 sin(rz) — — sin(27z) + —=— sin(373) — — sin(4rz)
UA\TL ) — —— Twr) — ——= T wXr) — mwxr
4 w3 473 2773 3273
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Frage: Wie gut ist die approximative Losung?
Antwort: Berechne die Fourier—Koeffizienten der exakten LOosung: mit

u(x) = %x(l — x2)

folgt far die Fourier—Reihe

N

un(z) = > apsin(nrz)
n=1

die Darstellung der Fourier—Koeffizienten

2(—1)nrt

n3m3

1
1
an = 2/6:1:(1 — z?)sin(nrz) do =
0

Dies sind aber gerade die (Fourier—)Koeffizienten der approximativen Losung!
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7.2. Fourier—-Methoden flir die Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten folgendes Anfangsrandwertproblem der
Warmeleitungsgleichung a

f(x,t)  O0<x<,0O<t<T /
u(x,0) = g(x) . 0<x <] ’
w(0,t) )= u(l,t) =0): 0<¢t<T

)
Ut — Uxx

7\

und suchen eine Losung in Form einer Fourier—Reihe, also ‘5

w(@t) = S an(®)sin (@)

n=1
Bemerkung:

Da wir nur Sinus—Funktionen in der Fourier—Reihe verwenden, sind die
vorgegebenen homogenen Randbedingungen automatisch erfllt.
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FUr die Koeffizienten der Fourier—Reihe gilt wiederum

nmx

20 beel e an() = ?O/lu(:c,t) sin (T) d

Gleichzeitig kbnnen wir die Inhomogenitat f(x,t) in einer Fourier—Reihe
darstellen, d.h.

l
e 2
fan =Y asin ("), a® == [ 1@ 0sin(T7) d
=1 [ [ ) [
Wir berechnen nun die Orts— und Zeitableitungen des Losungsansatzes
©.@)
w(z,t) = 3 an(t)sin (@)

n=1

und erhalten
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die Beziehungen

Ou S dan, ) nmx
a(xvt) — 2 E(t) Sin (—)
n=1

Ou — niw nmTI

- (x,t) = +)— cos | —=
8aj(x’ ) nzzzlan() l ( : )
_82u o n2m? . nmTx
12 (z,t) = _n;1 an(t) o Sin (T)

Daraus folgt

w =iz = Y (d“”u) + an(w”jf) sin (@>

n=1 dt [

und wir erhalten durch Gleichsetzen mit der Fourier—Reihe von f(x,t)
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ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form

dan 2 2

— () + an(t)

Die Anfangsbedingungen al(O), a>(0),... ergeben sich aus der
Anfangsbedingung u(xz,0) = g(x):

g(x) = Z bn, SIiN (mlm:) n 5= —/g(az) sin (mlm:) dx

und daher
u(O)zbn, n=12,...

Damit haben wir ein Anfangswertproblem flr ein lineares System
gewohnlicher Differentialgleichungen, das zudem entkoppelt ist.

= cn(t)
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Die Losung laf3t sich also direkt angeben:
2 2

an(t) = bn eXp <—nl§ ) + /exp (

Beispiel: bt@( WL] 3 Z © (f L
Wir betrachten das homogene Anfangsrandwertproblem

n2 2

- (t — 3)) cn(s) ds

u(z,0) 5—%z-25 : 0<2<50
w(0,t) = w(50,t) =0 : 0<¢<T

7\

\

Die Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(x) = 5 — %|:v — 25| ergibt

50
1 40
bn = / (5 — —|:1: — 25|) sin (mm:) dr = sin (n_w)
25 50 n2m2 2
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