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Beschreibung der Verdiinnungswelle
Wir betrachten das Riemannproblem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 00)
U = uQ auf R x {t = 0}
mit der unstetigen Anfangsbedingung
; <0
wol@)={ W 1150
wobei nun u; < uy gelte.

Zusatzlich nehmen wir an, dass f € C2(R) und f” > 0 gilt, d.h. die
Flussfunktion sei strikt konvex.

Schlief3lich setzen wir noch

g:= (N1
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Nach Annahme ist die Flussfunktion f strikt konvex, d.h. f’ ist streng
monoton wachsend. Also gilt:
u <ur = f(u) < f(ur)

Es gibt daher genau zwei Typen von Charakteristiken, namlich

x(t) =xz0+ f'(u)t und z(t) = a0+ f'(ur)t

Diese beiden Kurvenscharen flullen aber nicht den ganzen Raum
R x R4 aus, sondern es entsteht ein Bereich €2, der nicht
durchlaufen wird:

Q= {(x,t) eRx Ry : ') t<ax< f(ur) -t}

In €2 liefert die Methode der Charakteristiken keine Werte und wir
konnen im Prinzip die Losung auf €2 mit einer beliebigen
Integrallosung fllen.
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Satz:
Flr u; < wu, ist die Verdlinnungswelle gegeben durch

p

(7] < f’(uﬁt
u(z,t) ;=1 glz/t) : fllupt <z < f'(ur)t
Uy x> f(ur)t

\

eine Integrallosung des Riemannproblems. Insbesondere ist die
Verdinnungswelle eine stetige Funktion.

Beweis:

Stetigkeit der Verdinnungswelle: Die kritischen Punkte liegen bei

r= f'(u)t und == f'(ur)t
Hier qilt

(f’(uz) t
g

t

) = g(f'(w)) = (f)"(F (w)) = vy

43



sowie

t

o (F420) = o'y = ()2 Cwrd) =

Weiter ist die Verdlinnungswelle konstant fiir x < f/(w;) t und z > f’(u,) t und
|0st daher die vorgegebene Erhaltungsgleichung.

Fir f/(u))t < = < f'(ur)t berechnet man
w = — 5@/t

Fwe = Fole/D)e= 1 (oa/tNT D = 2

Daraus folgt, dass g(xz/t) ebenfalls die Gleichung u; + f(u), = 0 I8st.

Mit der Stetigkeit folgt daraus, dass die Verdiunnungswelle tatsachlich eine Inte-
gralldsung ist.
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Problem: Integrallosungen sind nicht eindeutig!!
Beispiel:
Wir betrachten wieder die Burgers Gleichung mit der Anfangsbedingung

0O : <0
uo(@) = 1 : >0

Dann erhalten wir zum Beispiel die beiden Integrallosungen

0o zxz<Lt/2
“1(”””5)_{1 x> 1)2
und
O : =<0
up(z,t) =< x/t : 0<ax<t
1 x>t

Die erste LOsung reprasentiert eine StoBwelle, die zweite eine
Verdunnungswelle.
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Welche der beiden ist die physikalisch richtige Losung?

Man benotigt eine Zusatzbedingung, die die physikalisch richtige
Integrallosung aussucht.

Definition:

Eine Integralldsung heif3t Entropielosung, falls die Losung die folgende Entro-
piebedingung (Lax—Oleinik—Bedingung) erfullt:

4C > 0, sodass furalle z,z € R, t > O mit z > 0 gilt

u(t,z 4+ 2) —u(t,z) < %z

Satz:

Erfallt eine Integrallosung die oben angegebene Entropiebedingung, so ist diese
Losung eindeutig, d.h. Entropielosungen sind eindeutige Losungen.
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Kapitel 3: Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Definition: Eine lineare PDE 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben durch

Spezialfall:

Gilt a;; = const., 7,5 = 1,...,n, so laBt sich die PDE auch in folgender Matrix-
schreibweise darstellen:

(VIAV)u + (' V)u+ fu=g

mit der symmetrischen Matrix A = (a;;); j=1,...n-

folls 843 =0 030 = 1 g ey T Byy xpe = T8l (Q’Z«“JW?*)
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