Wir kehren zu dem anfarngs definierten Cauchy—Problem

=1

n
ur + 3 a;(X,t, u)ug; = b(x,t,u) inR™ x (0, 00)
U = ug auf R"™ x {t = 0}

zuruck.

Das charakteristische System lautet dann

©w = b(x,t,u)

mit den Anfangsbedingungen x(0) = xg und «(0) = ug(xp).

Dies ist ein gekoppeltes nichtlineares Differentialgleichungssystem, das unter
Umstanden nur lokale Losungen in der Zeit besitzt. Im Allgemeinen wird daher
die Methode der Charakteristiken nur lokal in der Zeit eine Losung liefern.
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Beispiel: (fir lokale LOosungen in der Zeit)

Eine wichtige Klasse von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung sind die
nichtlinearen skalaren Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension.

Das zugehorige Cauchy—Problem lautet:

ut + f(u)z =0 inR x (0, 00)
U = ug auf R x {t = 0}

Die gegebene Funktion f = f(u) nennt man die FluBfunktion.

Solche Differentialgleichungen sind quasilinear, denn eine andere
Darstellung der PDE ist

ut + a(u)uy = 0
mit a(u) = f'(w).

Man nennt die Funktion a(u«) auch in Analogie zur Transportgleichung
die lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit.
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Die wohl berlhmteste Erhaltungsgleichung ist die sogenannte
Burgers Gleichung * mit der FluBfunktion f(u) = u?/2.

Wir betrachten im Folgenden das Cauchy—Problem

Z
U = ugQ anRX{t:O} 2(«1 =
mit der Anfangsbedingung U,
1 : z <0 g\
up(z) ={ 1—z : 0<a<1 ™~ 5
o :: z>1 "<

<
und verwenden die Methode der Charakteristiken, um die Losung zu bestimmen.

Die charakteristische Gleichung lautet .
alln
s

x = u,/ x(0) = zq

- x| < a.le))t e = uld t1x /

*Johannes Martinus Burgers, 1895—-1981, niederlandischer Physiker
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Da die Losung der Burgers Gleichung entlang der Kurve x(¢) konstant bleibt, gilt

r=ug(zg) = =z(t) ==z + tug(zo)
Das sieht zwar harmlos aus, ist es aber keineswegs!
Mit der gegebenen Anfangsbedingung ug(x) erhalten wir

t+ xq g < 0
x(t) =¢ (1 —a20)t+20 : O<2z2p<1
0 : xo > 1

Das zugehorige Bild der charakteristischen Kurven:
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Singularitat der Losung:

Zur Zeit t = 1 laufen unendlich viele Kurven durch den Punkt x = 1, d.h. im
Punkt (x,t) = (1, 1) ist die Lésung nicht mehr eindeutig.

In der Tat existiert die (klassische) LOosung der Burgers Gleichung mit der ange-
gebenen Anfangsbedingung nur lokal in der Zeit fiur 0 <t < 1.

Firt € [0, 1) ist die Losung gegeben durch

1 L <t
u(z,t) =¢ (L—2x2)/(1—t) : 0<t<z<l1
0 o >1

Das zugehorige Bild der Losung fiir verschiedene t € [0, 1):
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2.3 Skalare Erhaltungsgleichungen
Das Cauchy—Problem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 00)
U = ug auf R x {t = 0}

hat im Allgemeinen keine globale Losung.

Die Burgers Gleichung aus dem letzten Abschnitt mit der Anfangsbedingung

1 ; <0
up(z) =¢ 11—z : O<ze<l1
0 ; x>1

besitzt nur auf dem Zeitintervall [0, 1) die klassische Losung

1 o <t
u(:c,t)={ (1—-x)/(1—-t) : 0<t<z<1
O o >1
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Was passiertfurt¢t > 1 ? /]\ ,(

Zunachst: Funktionen mit kompaktem Trager

v

Definition: L x

Der Trager einer Funktion f : R — R ist die Menge ] i\
(xeR": f(x) # 0} )

Ist der Trager einer Funktion kompakt, so sprechen wir von einer

Funktion mit kompaktem Trager. / \

Bemerkung: ! b

Es gibt (viele) differenzierbare, ja sogar unendlich oft differenzierbare
Funktionen mit kompaktem Trager. Diese spielen in der modernen
Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen eine
entscheidende Rolle.
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Was passiert fur¢ > 1 ?

Seiv : R x [0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit kompaktem Trager.

Multiplizieren wirvut + f(u)y = O}mi@und integrieren Uber T/\
R x [0, c0), so erhalten wir O

&

0 = // (ut—l—f(u)x)vdxdt '—@.") | ﬂ
k)
(*4/)= —/ / wvidzdt — / uo(:v)v(a:,O)dx—/ / f(uw)vpdadt

— 00 0 —
Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = ug(x) ergibt sich

oo oo

/ / (uvy + f(u)vg) dedt + 70 ug(z)v(z,0)dr =0

0 —o©
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Definition:

Eine differenzierbare Funktion v : R x [0, c0) — R mit kompaktem Trager nennt
man auch eine Testfunktion.

Definition:
Eine Funktlon u e LOO(R x [0, c0)) nennt man eine Integrallosung
j, falls die Beziehung

G OO @) @)
/ / (uvr + f(u)vg) dedt + / ug(x)v(x,0)dr = 0
0 —o© -

far alle Testfunktioneg v erfullt ist.

Bemerkung:

Eine Integrallosung muf3 keine differenzierbare Funktion sein, sondern
kann sogar Sprungstellen besitzen.

33



Definition: Das Anfangswertproblem

{ut—l—f(u)wZO inR x (0, 00)

u = ug auf R x {t = 0} o
\
mit der unstetigen Anfangsbedingung U
w . x<0 Ve
uo(@) = { ur,l« Sy ; 0 .

nennt man ein Riemannproblem fur skalare Erhaltungsgleichungen.

Beispiel: Ein Riemannproblem fir die Burgers Gleichung lautet

ut +uugy =0 inR x (0, c0)
U = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

. uj <0
uO(m)_{ur x>0
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Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

e -
1) StoBwellenlésung bei der Burgers Gleichung A > s=ot)
FOr u; #= u, ist die sogenannte StolBwelle ‘
oy o < s(t)
u(ac,t)—{ ur oz >s(t) — >
t o

eine Integrallosung.

Dabei bezeichnet die Funktion s(t) die Lage der StoBfront, d.h. der Unste-
tigkeitsstelle oder Sprungstelle.

Die StoR3front bewegt sich mit der Geschwindigkeit s(¢) wobei
LF] _ fQuy) — f(ur)

[u] B Uy — Ur

5(t) =

und s(0) = O ist.

Diese Beziehung nennt man die Rankine—Hugoniot Bedingung.
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Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

2) Verdunnungswelle bei der Burger’s Gleichung

FOr u; < u, ist die sogenannte Verdinnungswelle eine Integrallosung:

"

u; r < upt

Xr
u(zx,t) =« - wt <z < upt

Ur . T > urt

\

Man beachte, dass die Losung u(x, t) eine stetige Funktion ist.

Die Losung ist entlang der Geraden x = u;t und x = wu, t aber nicht diffe-
renzierbar und daher nur eine Integrallosung.
Bemerkung:

FOr u; < wu, stellt sich die Frage, welche der Losungen (StoBwelle oder
Verdunnungswelle) physikalisch von Bedeutung ist. Es wird sich zeigen, dass
nur die Verdinnungswelle relevant ist.
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Beschreibung der StoBwellenlosung

Definition:
Eine StoBwellenlosung u ist eine Integralldsung der Erhaltungsgleichung

ut_l_f(u)iﬂ — 07

wenn eine sogenannte StoBfront z = s(t), s € C1 existiert, sodass u jeweils fiir
x < s(t) und = > s(t) eine klassische Losung der PDE ist und u bei x = s(t)
eine Sprungstelle mit Sprunghdhe

[ul(®) = u(s(®)F, 1) —u(s(t)",t) = te—Ue
besitzt. Die GroBe s(t) nennt man die Sto3geschwindigkeit.

Satz:

Ist + = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlésung von u; + f(u),; = 0, so gilt
fur die Stol3geschwindigkeit s die Rankine—Hugoniot Bedingung

U _ 1GG@ ) - saswty _ fbe) -fle)
[u] u(s(t)—,t) —u(s(t)t,t) Ue - U,
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Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung + ,}

Eine Integrallosung erflllt die Beziehung ( N

T2
%/u(g,t)df = f(u(zq,t)) — f(u(xo,t)) | X, X, X

Wahlen wir 1 < s(t) < x> so folgt:

s(t) 2
% [ ulede+ [ uleDde | = fluler,6)) = f(ulzo, 1)
\_@/1_\/__/ s(t)

Dau(x,t) firz < fs(t) und x > s(t) nach Definition eine differenzierbare Losung
ist, konnen wir unter den beiden Integralen ableiten:

9 2
/ SodE+ suls()7, 1) + (/t) Sede —su(s T, ) + fo— f1 =0
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Also

s(t) D
0 . _ 0 .
/ SodE+ suls()7, 1) + (/t) Sode —su(s) T, ) + fo— f1 =0

mit
f1:= flu(zq,t)), fo = f(u(zo,t))

Im Grenzfall z;1 — s(¢)~ und zo — s(t)T verschwinden die Integrale und wir
erhalten

su(s(t) ", ) —su(s() T, 1) = f(u(s(t) 7)) — flu(s(®)T))

Dies ist aber gerade die Rankine—Hugoniot Bedingung in der Form

1
[u]
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Beispiel

Wir betrachten die?(Burgers Gleichungﬂmit der unstetigen Anfangsbedingung

- /\
oy 2 <0
uO(m)_{ur x>0

und u; > uy-.

Die Rankine—Hugoniot Bedingung lautet

u? /2 — u? u; — ur)(u Up
S_m_ l/2 7“/2:(l )(l+ ):%(UZ‘I‘”UJT)

]l w - 2(u; — ur)

Damit lautet die StoBwellenlosung dieses Problems

u - ox < %(ul + ur)t
u(x,t) = )
ur x> 5(u+ur)t
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