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2.2 Anfangswertprobleme bei Gleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten nun den in Anwendungen haufig auftretenden Fall einer
Zeitvariablen t und n Ortsvariablen x € R"™.

Definition: Das auf ganz R" definierte Anfangswertproblem

=1

n
ur + 3 a;(X,t,u)ug; = b(x,t,u) inR™ x (0, 00)
u = ug auf R"™ x {t = 0}

bezeichnet man als ein Cauchy—Problem.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0O ist die Anfangsbedingung

u(x,0) = ug(x)

explizit vorgegeben.
Die konkreten Losungen lassen sich dann wiederum mit Hilfe des
Charakteristikenverfahrens berechnen.
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Ein typisches Beispiel ist die Transportgleichung aus Kapitel 1:

utr+a-Vu=0 inR" x (0, c0)
U = ug auf R"™ x {t = 0}
mit dem konstanten Vektor a € R"™.

Verwenden wir hier die Methode der Charakteristiken, so erhalten
wir zunachst die (n + 1) Differentialgleichungen

g dx

dr ’ dr
und wir konnen ohne Einschrankung ¢t = = annehmen.
Die LOsung der zweiten Gleichung lautet dann

a

x(t) =xg+a-t,
mit einer Anfangsbedingung x(0) = xq.

Die charakteristischen Kurven sind also gerade Geraden, die zur Zeit
t = 0 den Punkt xg durchlaufen und in Richtung a laufen.



Mochte man die Losung an einem Punkt (x,¢) bestimmen, so sucht man
zunachst die zugehorige Charakteristik, die durch diesen Punkt lauft und den
Wert xq zur Zeit t = O:

X=Xpg+at = Xpg=x-—at

Da die LOosung entlang der Charakteristiken konstant bleibt, folgt sofort die
Losungsdarstellung

u(x,t) = ug(x — at)

Interpretation dieser Losung:

Das gegebene Anfangsprofil ug(x) wird mit der konstanten Geschwindigkeit a €
R™ weitertransportiert, ohne seine Form zu andern.

Probe:
Es qilt:

ur(x,t) = —aVug, Vu(x,t) =Vug = u+a-Vu=0
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Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem
ut + txuy =0 INnR x (0, 00)
u = Sinx auf R x {t = 0}
Die charakteristische Gleichung lautet dann
Lf_z_z_'f_'_% (ﬂwx)zl—iz'{' T = tx, z(0) = zq

/
und besitzt die Losung

— P _
:I:(t)—:coexp<2> D X = X('J')Q

Daraus folgt die LOosungsdarstellung des Anfangswertproblems:

Ul(-l’: iy (A,o a} - fa;((,} @Rk — Sin [:c exp (—t22>
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Wir kehren zu dem anfarngs definierten Cauchy—Problem

=1

n
ur + 3 a;(X,t, u)ug; = b(x,t,u) inR™ x (0, 00)
U = ug auf R"™ x {t = 0}

zuruck.

Das charakteristische System lautet dann

©w = b(x,t,u)

mit den Anfangsbedingungen x(0) = xg und «(0) = ug(xp).

Dies ist ein gekoppeltes nichtlineares Differentialgleichungssystem, das unter
Umstanden nur lokale Losungen in der Zeit besitzt. Im Allgemeinen wird daher
die Methode der Charakteristiken nur lokal in der Zeit eine Losung liefern.
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