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2.2 Anfangswertprobleme bei Gleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten nun den in Anwendungen häufig auftretenden Fall einer
Zeitvariablen t und n Ortsvariablen x ∈ Rn.

Definition: Das auf ganz Rn definierte Anfangswertproblem ut +
n∑
i=1

ai(x, t, u)uxi = b(x, t, u) in Rn × (0,∞)

u = u0 auf Rn × {t = 0}

bezeichnet man als ein Cauchy–Problem.

Zum Zeitpunkt t = 0 ist die Anfangsbedingung

u(x,0) = u0(x)

explizit vorgegeben.

Die konkreten Lösungen lassen sich dann wiederum mit Hilfe des
Charakteristikenverfahrens berechnen.
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Ein typisches Beispiel ist die Transportgleichung aus Kapitel 1:{
ut + a · ∇u = 0 in Rn × (0,∞)

u = u0 auf Rn × {t = 0}
mit dem konstanten Vektor a ∈ Rn.

Verwenden wir hier die Methode der Charakteristiken, so erhalten
wir zunächst die (n+ 1) Differentialgleichungen

dt

dτ
= 1,

dx

dτ
= a

und wir können ohne Einschränkung t = τ annehmen.
Die Lösung der zweiten Gleichung lautet dann

x(t) = x0 + a · t,

mit einer Anfangsbedingung x(0) = x0.

Die charakteristischen Kurven sind also gerade Geraden, die zur Zeit
t = 0 den Punkt x0 durchlaufen und in Richtung a laufen.
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Möchte man die Lösung an einem Punkt (x, t) bestimmen, so sucht man
zunächst die zugehörige Charakteristik, die durch diesen Punkt läuft und den
Wert x0 zur Zeit t = 0:

x = x0 + at ⇒ x0 = x− at

Da die Lösung entlang der Charakteristiken konstant bleibt, folgt sofort die
Lösungsdarstellung

u(x, t) = u0(x− at)

Interpretation dieser Lösung:

Das gegebene Anfangsprofil u0(x) wird mit der konstanten Geschwindigkeit a ∈
Rn weitertransportiert, ohne seine Form zu ändern.

Probe:
Es gilt:

ut(x, t) = −a∇u0, ∇u(x, t) = ∇u0 ⇒ ut + a · ∇u = 0
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Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem{
ut + txux = 0 in R× (0,∞)

u = sinx auf R× {t = 0}
Die charakteristische Gleichung lautet dann

ẋ = tx, x(0) = x0

und besitzt die Lösung

x(t) = x0 exp

(
t2

2

)
Daraus folgt die Lösungsdarstellung des Anfangswertproblems:

u(x, t) = sin

[
x exp

(
−
t2

2

)]
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Wir kehren zu dem anfangs definierten Cauchy–Problem ut +
n∑
i=1

ai(x, t, u)uxi = b(x, t, u) in Rn × (0,∞)

u = u0 auf Rn × {t = 0}

zurück.

Das charakteristische System lautet dann

ẋ = a(x, t, u)

u̇ = b(x, t, u)

mit den Anfangsbedingungen x(0) = x0 und u(0) = u0(x0).

Dies ist ein gekoppeltes nichtlineares Differentialgleichungssystem, das unter
Umständen nur lokale Lösungen in der Zeit besitzt. Im Allgemeinen wird daher
die Methode der Charakteristiken nur lokal in der Zeit eine Lösung liefern.
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