


Die Reflektionsmethode fur den Halbraum R = {z > 0}:

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbrag{rp Ry: L

( Uttt — Uy — O in R_|_ X (O, OO) / /
u=g, uy = h auf Ry x {t =0} ;
\ u =0 auf{z = C}x {0,00) = >J<

mit vorgegebenen Funktionen g und A mif g(0) = A(0) = O.

Idee:

7\

Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und verwende die
Formel von d’ Alembert.

Definiere eine Funktion @ (x,¢) fir x € R und ¢ > 0 durch

- | u(e,t) (x> 0,t>0)
u(z,t) = { —u(—x,t) (x <0,t>0)
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Analog werden die gegebenen Anfangsdaten reflektiert:

o [ (@>0)
9(@) {—g<—w> (= < 0)

@ = {0, G20
Damit erhalten wir fir die Funktion u das Anfangswertproblem
{ Ut — Uze = 0 INR x (0, 00)
u=g,u =h aufR x {t = 0}
und nach der Losungsformel nach d’Alembert gilt

1 1 T+t
i(2,6) =2 G+ O+ 5@ - +5 [ hy)dy
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— ~_~ X+
- (x-1) - g (<+1) _ 4 ?h(y) 5 = -u ()(\.1) WO{J/‘-‘)L‘ Fe.
L

x-T

Analog werden die gegebenen Anfangsdaten reflektiert:

o (@ (x>0
9(x) {—g<—w> (x < 0)

@ = {0, G20
Damit erhalten wir fir die Funktion u das Anfangswertproblem
{ Ut — Uze = 0 INR x (0, 00)
u=g,u =h aufR x {t = 0}
und nach der Losungsformel nach d’Alembert gilt

1 1 T+t
i(2,8) =2 G+ O+ 5@ - +5 [ hydy
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FUr z > 0 haben wir gerade die Losung des Ausgangsproblems, i.e. l
T /(‘ {
l

-\ (%)
Fallunterscheidung:

1) Istx >t >0, so folgt@und daher /\
x

u(x,t) = u(z,t)

x+t
1 1 ~
u(@,t) = @@+ +5@=t)+5 [ hydy
e 2o xr—1
:B:—t

“ o@D+ g —0)+ ; [t h(y)dy

denn fur positive Argumente stimmen die Funktionen g und g
beziehungsweise h und h Uberein. w20 ool  1melensi
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_ G
2)Ist0 <z <t,so0 folgt und daher

u(x,t)

1 p 7 -
S@@+0+3@ )+ [ hy)dy

[ Do Léo \aszHt)(_’":;\\‘——//_’:__,(
L 10
S@+ ) —g(~@-0ON+5 [ Ky +5 [

T—0DLp _Q§

1 1 t—x>0 1 -+t
S (9@ +8) —g(t—2)) = 3 O/ h(y)dy + - ! h(y)dy
1 ‘ p U
5 gz +1) ég(t —x)) + §t_/ jb(y)dy

A\




Gesamtlosung:

Wir erhalten also als Losung des Ausgangsproblems

i

x4+t
s+ +g@—))+5 [ h(y)dy z>t>0
u(zx,t) = | a:_lft
3@+t —gt—2))+3 [ 1wy 0w <t

Beispiel:
Die Losung des ARWP

p

{ u=0, uy =sinz aufRy x {t =0}
u=0 auf{zx =0} x (0,00)

lautet

w(z,t) = %(cos(a: 1) — cos(x + 1))
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6.2 Losungen der Wellengleichung durch spharische Mittelung

Wir betrachten nun den hoherdimensionalen Fall n > 2 und suchen
eine Losung flr das Anfangswertproblem

uyr — Au =0 inR" x [0, 00)
u=g,ut = h aufR"™ x {t =0}

Idee:

Leite durch geeignete spharische Mittelungen eine vereinfachte
Differentialgleichung ab, die dann eine explizite Losungsformel
fir die hoherdimensionale Wellengleichung liefert.

feo?

Firx € R™, ¢ > 0 und r > O definieren wir den Mittelwert von u(x, t)
Uber die Sphare 0B(x,r),

4/?(2 U(x;rt) = ][6?B(a:,r) u(y,t)dS(y)a:; M(’(ﬂl)
e

DJ(/‘
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Weiter sei

( | -9
| c@n = Fosny 95 —> (<)
HGn) = A hS@) T ke

Satz:

SeM und u eine Losung der obenstehenden Wellengleichung. Dann

16st U (x; r, t) die Euler-Poisson—Darboux Gleichung ,
.

S 7

( n—1
Utt - UT?“ —
) r

U=G,U=H aufR+x{t=O}
Beweis: m =0 &

Einer friheren Beobachtung folgend (siehe Seite 71 des Skripts) gilt:

Ur(x; % ][B(a: r) Au(y,t) dy
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Beweis: (Fortsetzung)
Da u eine LOosung der Wellengleichung ist, folgt

Ur(z;r,t) = — 7[3(:;; " uit(y,t) dy

n

und damit

1
r" 1y, = / ugt dy
na(n)

B(z,r)

Daraus folgt aber

1
n—1 n—1 n—1
Up)y = / ds = ][ s = =1y
(r r)r o) Ut r DB r 1"
OB (x,r)
Fassen wir dieses Ergebnis zusammen, so 16st U in der Tat die Gleichung
n—1
Utt — Upr — Ur=20

/’4
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Die Kirchhoffsche Formel fJ = 3 J
Die Losung des swertnroblems f{ir di olle ichung lautet:

u(z, t) = ]gB(M) (th(y) + g(y) + Dg(y) - (y — x)) dS(y) (xz € R3¢ > OJ

e,

[eitung uber die Euler—Poisson—Darboux Gleichung:

Wir definieren

U = rU
G = rG, H:=rH
Dann gilt 3% (u-1)

~ 2 ~
Uy =rUy =1 (Ur'r + ;U’I“) = rUpr +2Ur = (U + TU?“)T = Upr
=(G~Ullm
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(}(ﬂ.w] et Q,L/f(q,:o') "...‘O

Also 16st U das Anfangswertproblem HD&H

( Utt—UTTZO iﬂR+><(0,00)
{U=G,0,=H aufRy x {t =0}

\ (0 =0 )auf {r =0} x {t =0}

Mit der Losungsformel flr das Halbraumproblem folgt fUrEgr/gﬂ
die Darstellung

r—+t
~ ~ 1 ~
Go+-G-n]+5 [ AWy
—r—+t
Da U(x; r,t) aus u(x, t) durch sparische Mittelung entsteht, gilt

- 1
U(x;r,t) =5

u(e,t) = Iim U(z; 7, ) _ 7 . Ubkiad)

A=e QL
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Mit der Definition von U ergibt sich

w(z.t) — 7!'_% ﬁ(w;r,t)
~ ~ r—+t
L Gr+t)—G({t—r) 1 .
— ( or T / H(y)dy)
?/_/ y )
= G+ AW < =(TGx 4] t1HE

Verwendet man die Definitionen von GG und H, so erhalt man
u(x,t) = % (tG(x;t)) +tH(x;t)

0
— |t d t hdS
ot ( ]gB(x,t) J S) ™ OB(x,t)
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Nun gilt
Fonnn @S = £ g( +12)dS ()
und damit

0,
5 (]éB(x,t) gdS) = ]éB(O,l) Dg(x +tz) - zdS(2)

- ]éB(a:,t) Da(y) - (y f x) 45(y)

Setzen wir dies in dies in die letzte Gleichung auf der vorgehenden Seite
ein, so erhalten

— y— =
u@t) = f @) (7 asw) o awdsw)

OB (x,t)
hd
T ][GB(:c,t) ' S(y)

und dies ist gerade — nach Umsortierung — die Kirchhoffsche Formel.
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Die Poissonsche Formel.[ﬁj'r n=>2 :]
Die Losung des Anfangswertproblems flr die Wellengleichung lautet:

w(zt) = L tg(y) +t2h(y) +tDg(y) - (v — z) ,
T 2 IBa) (t2 — |y — x|2)1/2 Y

firx € R2und t > O.

Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das
dreidimensionale Anfangswertproblem und nimmt zusatzlich an, dass
die LOsung nicht von der dritten Ortskoordinate x3 abhangt.

Bemerkung:

Nach einem zur Herleitung der Kirchhoffschen Formel analogen Prinzip,
i.e. Verwendung der EPD Gleichung und geeignete Definition von U,
lassen sich Losungsformeln flr das Anfangswertproblem der
Wellengleichung im R™ ableiten.
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8.1 Die Methode der Finiten-Differenzen

Wir beschranken uns auf eindimensionale Probleme und die folgenden
Anfangs— und Anfangsrandwertprobleme

1) Cauchy—Probleme fir skalare Erhaltungsgleichungen, also

ut + f(u)z =0 InR x (0, 00)
U = ugQ auf R x {t = 0}

2) Randwertprobleme flr die Poissongleichung, also
{—um;zf(a:)  0<x<1,0<t<T
w(0) = uw(1l)=0
3) Anfangsrandwertprobleme fiir die Warmeleitungsgleichung, also
f(x,t)  0<z<l1,0<t<T

uw(x,0) = g(x) . 0<x<1
uw(0,t) = u(l t)=0 : 0<t<T

)
Ut — Uxx

7\

\

Ll} [/]H_ '.'JV'.aix Mi'_ u 'ﬁl‘\/

ot (= Gk



Idee bei Finiten-Differenzen:

Approximiere die exakte Losung nur an diskreten Punkten (dem Gitter):

u(ag ) = Uz, tj) = Lg; L

mit den diskreten Punkten Do e e o

x; . =1t-h, 1€ Z, th:j-k, ] € Zy

und den Orts— und Zeitschrittweiten ~ und k. Die Indexmengen Z,; und Z; sind
dabei endliche oder unendliche Teilmengen von Z.

Beispiel: Fuir die Warmeleitungsgleichung auf [0, 1] x [0, T'] setzen wir
x; ‘= 1-h, 1=0,...,n
t; = 7k, 7=0,...,m

mit den Orts— und Zeitschrittweiten

1 T
h .= —, k.= —
n m
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Zur Berechnung der diskreten Werte U,L-j benodtigen wir die
Approximation von Ableitungen:

Beispiel:
Wir approximieren die Ableitung uz(x,t) an der Stelle (z,t) = (z;,t;):

1) Zentrale Differenzen

J j
ug(z;, t;) ~ Uigr = Ui
v 2h D) —
2) Vorwartsdifferenz .. .
Ul —ud
ua (2, tj) ~ H—lh : | =4 1 f¥g
3) (Ruckwartsdifferenz
Ul — yd
ug(x;,t5) =~ — ; 1—1
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Approximationsgute von Finiten-Differenzen

Sei u(x,t) eine hinreichend oft differenzierbare Funktion und (x;,t;) ein
fester Punkt eines Gitters mit Orts— und Zeitschrittweite h und k.

Mittels einer Taylorentwicklung um (z;,t;) erhalten wir

u(xz'—l—latj) — ’UJ(ZCZ,t ) + ua;(azz,t )(fcz—l—l xz) +
=h

1
E’wa(xz,t ) (wz—|—1 337,) + uxil?w(wz:t ) (337,—|-1 5’7%)3

u(fci—latj) — u(fvz;t )+u33<3327t )(337, 1 — xz)"‘

=
1 > 1 3
“ugz (@i, t) (i1 = 27)° +—vuzaa (i, t)) (w31 — 2;)° +
> e e
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Wir erhalten damit

1) bei Zentralen Differenzen

u(zi41,t5) —u(wi—1,t;)
2h

= Approximation zweiter Ordnung in h.

— 002

uz (T4, t5) —

2) bei Vorwartsdifferenzen

u(ziq1,t5) — ulx;, t;)
h

= Approximation erster Ordnung in h.

= o(h)

ug (T4, t5) —

3) bei Ruckwartsdifferenzen

u(x;, t;) — ul(zi—1,t;)
h

= Approximation erster Ordnung in h.

o)

uz (x4, t5) —
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Finite—Differenzen fur skalare Erhaltungsgleichungen

Wir betrachten das Cauchy—Problem ~F (U] 4) {( u;
J(é] J f /
U, —b{,- ut + f(u)2 =0 inR x (0, 00)
K = U = ug auf R x {t = 0}
Mit den Notationen von oben ist ein numerisches Verfahren mit - | ~ ~ :
Hilfe von Finiten—Differenzen gegeben durch CI M
Ut =l - B (il ) - £ D) |
1 2h 1+1 1—1
mit den Anfangsbedingungen ° ol FL./C Coo
[
L
i+h/2 ¢
Ui =+ / uwolz)de L7777
ZUZ'—h/Q — [/ |I l —_
i= b =", X

Also: Zentrale Differenz im Ort, Vorwartsdifferenz in der 76it.
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1
.. : au, = (4 )=
Beispiel: Wir betrachten das Problem f (a )x \Q )°=
ut +uuy =0 iNnR x (0, 0)
/\M U = UuQ auf R x {t = 0} 2
mit a Y, bul ¢ = (@“-"’)e‘:‘.?:’i—-kﬂi -
_ ﬁdT Ao -y 1-En)
i | — ug(z) = { 1 : <0
- —) —1 : >0

ie_ Anfangsbedingung ist gleichzeitig die Losung far ¢ > O !

J )2 )2
vitt = pi " ((Uz‘+1) _(Ui?1>)
2

i 2p D D
1 : 2<0
UZ-O= O : +=0
—1 : 2>0

Fazit: Funktioniert nicht, Verfahren ist instabil
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Beispiel: Wir betrachten die lineare Advektionsgleichung

w4 ug =0 IR x (0,00) ulet) =« b<—*)
U = ug auf R x {t = 0}
Zentrale Differenzen im Ort: Cla) Pack
ot =l - A (vd,, vl )

Funktioniert selbst bei einer linearen Gleichung nicht!
Upwind-Verfahren: funktioniert unter der CFL-Bedingung k/h|<-1 -

vt = vl - 5 (v —ud )

h 1
Lax—Friedrichs—Verfahren: funktioniert wie das Upwind—Verfahren

Ul + U K (

Uyt —
L 2 2h

J J
| Uigr — Uz’—l) /)
JH1 Up,, ut,

Uf.' - 2 N ) -. ﬁ- -’D
‘/\ 164
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